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Abstrak—Penyakit demam berdarah dengue adalah penyakit
menular yang disebabkan oleh virus dengue dan ditularkan
melalui gigitan nyamuk aedes aegypti. Virus ini terbagi menjadi
empat serotypes, yaitu DEN-1, DEN-2, DEN-3 dan DEN-4. Virus
DEN-1 memiliki ciri khas akan menyebar dengan cepat di
suatu wilayah. Namun tidak menyebabkan penyakit parah
meski kasus yang ditimbulkan banyak. Terdapat dua populasi
makhluk hidup yang terlibat dalam penyebaran penyakit DBD
yaitu manusia sebagai host yang dimodelkan menggunakan
model SEIR dan nyamuk aedes aegypti sebagai vector pembawa
virus dengue yang dimodelkan menggunakan model SEI. Pada
penelitian ini telah didapatkan empat titik setimbang yaitu titik
kesetimbangan endemik dan titik kesetimbangan bebas
penyakit untuk Ap, 7, Konstan pada kondisi awal t = 0 dan Ap,
m, fungsi t. Berdasarkan analisis stabilitas dengan
menggunakan fungsi lyapunov terbukti bahwa model demam
berdarah dengue stabil asimtotis global pada titik
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan
endemik.

Kata Kunci—Analisis Stabilitas, Fungsi Lyapunov, Model
Demam Berdarah Dengue.

I. PENDAHULUAN

ENYAKIT demam berdarah dengue merupakan penyakit
yang disebabkan oleh virus dengue dan ditularkan
melalui gigitan nyamuk aedes aegypti. Penyakit ini tersebar
di seluruh daerah beriklim tropis dengan divergensi lokal
karena dampak musiman seperti curah hujan dan suhu [1].
Penyakit ini akan semakin meningkat ketika memasuki
musim penghujan dikarenakan pada musim hujan akan
terbentuk genangan — genangan air yang menyebabkan
nyamuk berkembang biak dengan sangat baik. Genangan —
genangan air yang terbentuk mengakibatkan telur dari
populasi nyamuk aedes aegypti yang belum menetas menjadi
menetas sehingga populasi nyamuk aedes aegypti akan
meningkat. Di Indonesia musim hujan biasanya terjadi secara
periodik dimulai dari bulan Oktober sampai akhir Maret. Di
Indonesia vektor utama penyakit demam berdarah adalah
nyamuk aedes aegypti dan vektor sekundernya adalah aedes
ablopictus. Kepadatan kedua vektor ini di lingkungan
manusia menyebabkan meningkatnya probabilitas penularan
virus dengue terhadap populasi manusia. Sampai saat ini
belum ditemukan pengobatan khusus dan vaksin untuk
penyakit demam berdarah dengue. Satu — satunya cara untuk
mencegah penularan virus dengue yaitu dengan membasmi
nyamuk aedes aegypti sebagai media pembawa virus ini [2].
Pada paper ini, telah dilakukan penelitian lebih lanjut dari
penelitian yang telah ada sebelumnya yaitu uji analisis
kestabilan dengan fungsi lyapunov yang diaplikasikan pada
model penyebaran penyakit demam berdarah dengue tipe
DEN-1 yang telah ada dengan adanya sedikit pengubahan
asumsi yang menyebabkan populasi manusia menjadi tidak
konstan. Lalu telah didapatkan empat titik setimbang yaitu 1
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Gambar 1. Model demam berdarah dengue.

titik kesetimbangan bebas penyakit dan 1 titik kesetimbangan
endemik untuk Ap, m, konstan pada kondisi awal t = 0 serta
1 titik kesetimbangan bebas penyakit dan 1 titik
kesetimbangan endemik untuk ap, 7, fungsi t. Berdasarkan
analisis stabilitas dengan menggunakan fungsi lyapunov
terbukti bahwa model demam berdarah dengue stabil
asimtotis global pada titik kesetimbangan bebas penyakit dan
titik kesetimbangan endemic.

II. TINJAUAN PUSTAKA

A. Model Demam Berdarah Dengue

Model penyebaran penyakit demam berdarah dengue
berdasarkan pada penelitian yang dilakukan oleh Phaijoo [3]
adalah sebagai berikut:

d bB
2 Sh = HnlNp _N_:Shlv — HnSh )
d bp
= En = N_:Shlv — VhEp — tnEp @)
d
2 In = VaEn —vplp =ty 3
d
~ Bn =Vnln — inRp “
d bBy
dat Sy = Ty — N_thlh — WSy (5)

- :quv (6)

- .uvlv (7)

Keterangan:

: Jumlah individu yang rentan tertular penyakit
: Jumlah individu yang sudah terpapar

: Jumlah individu yang sudah terinfeksi virus

: Jumlah individu yang sembuh dari penyakit

: Jumlah nyamuk yang rentan tertular penyakit
: Jumlah nyamuk yang sudah terpapar

: Jumlah individu yang sudah terinfeksi virus
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Tabel 1.
Analisis stabilitas titik kesetimbangan endemic untuk Ay, 7, konstan pada kondisi awal t = 0
Variabel Titik .. .
Keadaan Kesetimbangan Analisis Stabilitas Keterangan
. Stabil asimtotis global terjadi jika L . . . .
E, —E, .. . s e g . . Terjadi penurunan populasi manusia yang terinfeksi
> S —Si En <Ep; Sp <Sp Ep—Ep>S,— S, sgde;m;klan hingga diperoleh dan terjadi peningkatan populasi S,
h < On
. Stabil asimtotis global terjadi jika L . . . .
In—1Iy .. . s Cox o . Terjadi penurunan populasi manusia yang terinfeksi
>SSt In <Ip; Sp < Sp In—1, > S8, —Sp, st;deingﬂan hingga diperoleh dan terjadi peningkatan populasi Sy
h<on
. Stabil asimtotis global terjadi jika L . . . .
Ry, — Ry .. . e Coox . . . Terjadi penurunan populasi manusia yang terinfeksi
> S, —Si Ry, <Ry; Sp < Sp Ry, —Rp > S, —S;, s;dim;klan hingga diperoleh dan terjadi peningkatan populasi S,
h < On
. Stabil asimtotis global terjadi jika L . .
E,—E, .. . s s I : . Terjadi penurunan populasi manusia yang tertular
> I, -1 En < Enj In <1n En=Epn>In=In sgde;nl]kmn hingga diperoleh dikarenakan menurunnya tingkat penyebaran
n<In
. Stabil asimtotis global terjadi jika L . . . .
In—1Iy .. . s o s . Terjadi penurunan populasi manusia yang terinfeksi
> Ry~ R} In <Iy; Ry <Ry, In—1, >R, — Ry slede<m}13klan hingga diperoleh dan terjadi peningkatan populasi Sy
h h
E _E Stabil asimtotis global terjadi jika Terjadi penurunan populasi nyamuk yang terinfeksi
>VS _"S‘ E,<E;; S, <S, E, — E; > S, — S, sedemikian hingga diperoleh karena populasi manusia yang terinfeksi juga
v.oTv E,<S, menurun
. Stabil asimtotis global terjadi jika Lo . . .
IL,—1I, .. . s or 2. . . Terjadi penurunan populasi nyamuk yang terinfeksi
=S, —S; L, <I;; S, <S8, L,—1,>S8,—S, sedemlslflan hingga diperoleh [, < dan terjadi peningkatan populasi S,
4
Stabil asimtotis global terjadi jika L . . . .
E,—E; .. . e o s h . Terjadi penurunan populasi manusia yang terinfeksi
>, -1 By <Epi b <y E, =By > I, = Iy sedemikian hingga diperoleh menyebabkan penurunan tingkat penyebaran

E, <1,

un : Laju kelahiran dan kematian manusia

Uy : Laju kematian nyamuk

Br  : Koefisien transmisi virus dari nyamuk ke manusia
B, :Koefisien transmisi virus dari manusia ke nyamuk
b  :Laju gigitan nyamuk

¥n : Laju kesembuhan pada individu yang sakit

V, :Laju perpindahan nyamuk dari E,, ke I,

Vn, : Laju perpindahan manusia dari Ej, ke I,

m, : Laju kelahiran nyamuk

B. Titik Kesetimpangan

Diberikan persamaan diferensial tingkat satu:

x() = f(x(®),2(0) = x,

dengan x(t) € R", vektor X yang memenuhi f(x) = 0.

Definisi 1: vektor X yang memenuhi f(x) = 0 disebut
suatu titik setimbang [4].

Pada kasus epidemiologi terdapat dua titik kesetimbangan
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas penyakit
menyatakan bahwa titik berada pada keadaan setimbang
dengan tidak terdapat penyebaran penyakit dalam populasi.
Sedangkan titik kesetimbangan endemik terdapat penyebaran
penyakit pada populasi dimana model epidemik berada dalam
keadaan setimbang dan terjadi penyebaran penyakit dalam
populasi [5].

C. Fungsi Lyapunov dan Prinsip Invarian LaSalle

Fungsi lyapunov adalah suatu fungsi yang dikonstruksikan
untuk memeriksa kestabilan global dari suatu sistem
nonlinier.

Definisi 2: diberikan fungsi V:D € R®" - R dan x* € D
titik kesetimbangan sistem persamaan diferensial nonlinier.
Fungsi V disebut fungsi lyapunov jika memenuhi pernyataan
berikut:

1. Fungsi V kontinu dan mempunyai turunan parsial
pertama yang kontinu pada D.

2. Fungsi V(x) >0 untuk x €D dengan x # x* dan
V(x*) = 0 dengan x = x* (dengan titik kesetimbangan
x* merupakan titik minimum global).
3. Fungsi V(x) < 0 untuk setiap x € D.
Prinsip invarian /asalle adalah suatu kriteria untuk
menentukan stabilitas asimtotik dari sistem nonlinier.
Teorema 1: diberikan sistem persamaan diferensial
nonlinier dengan D c R™. Jika terdapat fungsi lyapunov V,
dengan:
1. Dy ={x € D|V(x) < k} untuk suatu k < 0, merupakan
himpunan terbatas,
2.V < 0 untuk setiap x € Dy, dan
3. Terdapat M himpunan invariant terbesar dalam H =
{x € Dy |V (x) = 0}, maka setiap solusi x(t) menuju ke
M untuk t — oo.
Akibat 1: diberikan sistem persamaan diferensial nonlinier
dengan D c R". Jika terdapat fungsi lyapunov V, dengan:
1. Dy ={x € D|V(x) < k} untuk suatu k < 0, merupakan
himpunan terbatas,
2.V < 0 untuk setiap x € Dy, dan
3. Terdapat M himpunan invariant terbesar dalam H =
{x € D|V(x) = 0}, tidak memuat solusi kecuali D,
merupakan D, maka sistem tersebut stabil asimtotik
global [4].

III. METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang akan digunakan dalam pengerjaan
paper ini adalah sebagai berikut:

1. Studi literatur. Melakukan studi literatur dari sumber
literatur seperti paper atau jurnal baik dari dalam
maupun luar negeri yang berkaitan dengan pemodelan
demam berdarah dengue.

2. Menetapkan dan memahami model. Pada tahap ini
dilakukan pemilihan model dari jurnal-jurnal yang telah
dibaca setelah itu akan dipahami model tersebut dan
dimodifikasi sesuai dengan asumsi yang telah ditetapkan
sehingga akan dihasilkan sebuah model matematika
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Tabel 2. Sh E,
Analisis stabilitas kesetimbangan endemik untuk ap, 1, fungsi t o]
Variabel Titik Analisis Keterangan 8
Keadaan  Kesetimbangan Stabilitas
Stabil Terjadi I .
asimtotis penurunan Sn>Sn; En > Ep
global terjadi ~ populasi manusia 6
S, g jika yang terirllfelfsi
>hEh h Sp > Sp; Ey Sp — S > dan terjadi
. > Ep En,—Ep peningkatan » "
T sedemikian populasi S, i *sh =5y ;En=Ep
hingga i
diperoleh
Sp > Ep
Stabil Terjadi . .
asimtotis penulj'unan 2 |-Sa<Su; Eu<Ey
global terjadi ~ populasi manusia
E —E jika yang tertular
>hI h E, <Ep; I E, — E; > dikarenakan e
~ I’*l <I I, =1 menurunnya h
h sedemikian tingkat 0 2 6 8
hingga penyebaran Gambar 2. Daerah yang memenuhi kondisi 1 untuk stabiiltas lyapunov.
diperoleh
E, > I, .
Stabil Terjadi Sh Ep o
asimtotis penurunan 12
global terjadi ~ populasi manusia
L= I iR . jikIa ya(rilg terinfzksi
n <Ip; Ry A an terjadi ‘. r:
i gf} <R; R, —R;, peningkatan L b e Rt Ll
h sedemikian populasi S,
hingga
diperoleh 8
I, > R,
S.tabil. Terjadi Su=S Ep=Ey
asimtotis penurunan & 2
global terjadi ~ populasi nyamuk
s _st jika yang terir_lfel_(si
>VEU v i,E>* Sy Ey SE — S;E *> dar_l tegatdl 4
v - peningkatan pey 3
—E ’ sedz:mikivan populasi S, Sk <i5u' En  En
hingga 5
diperoleh
S, >E,
Stabil Terjadi Ey
asimtotis penurunan o 2 4 8 10 12
global terjadi  populasi manusia Gambar 3. Daerah yang memenuhi kondisi 1 untuk stabilitas lyapunov.
E _E jika yang terinfeksi
>v1v ’ E, <Ey; I, E, —E, > menyebabkan solusi yang positif serta memperoleh daerah
_r <lI, I, —1I; penurunan tingkat lesaian dari del b d berdarah
v sedemikian penyebaran penyelesalan dart model penyebaran démam berdara
hingga dengue melalui penyelesaian persamaan diferensial
dépemlleh lengkap yang diperoleh melalui pemisalan sehingga
v > 1y

terbentuk persamaan karakteristik yang menghasilkan
akar-akar karakteristik untuk memperoleh penyelesaian

dalam bentuk sistem persamaan diferensial seperti
komplementer (y.) serta menggunakan operator D untuk

berikut: - e ;
memperoleh penyelesaian partikulir (y,). Setelah itu,
% Sp = Ap— %Shlv — UpSh dicari  tittk  kesetimbangan  bebas  penyakit
E°(SS,ER, IS, RS, SO, ES, I9) yang diperoleh saat I, = 0
d b8 dan I, =0. Titik kesetimbangan endemik
a Bn =, Snlo = VeEn = pnEn E*(S;, Ep I Ry, S5 Ex I2) yang diperoleh saat I, # 0
. dan I, # 0.
=L =V.E. —vi.]. —u.l 4. Analisis dan evaluasi hasil. Pada tahap ini dilakukan uji
a " W T T T H kestabilan pada titik kesetimbangan bebas penyakit (E°)
d d bBy dan titik kesetimbangan endemik (E*) menggunakan
a Bn = Yuln = Ry s 50 S =y = N_hS"Ih ~ HSy fungsi  Gi(t), G,(t), W;y(t), dan W,(t) serta
membuktikan bahwa fungsi tersebut memenuhi definisi
% E, = % Syl — V,E, — u,E, ; % I, = V,E, — u,l, Icgil icﬁorema fungsi lyapunov yang telah dijelaskan oleh
3. Menyusun metode penyelesaian. Pada tahap ini telah 5. Penarikan kesimpulan. Pada tahap ini dilakukan
dilakukan validasi bahwa model yang dikonstruksikan penarikan kesimpulan berupa hasil dari uji kestabilan

sesuai dengan asumsi yang telah ditetapkan memiliki pada model penyebaran demam berdarah dengue
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berdasarkan fungsi lyapunov yang dikaitkan dengan
prinsip invarians lasalle yang tertera pada tinjauan
pustaka dikaitkan serta memberikan saran berupa
perbaikan dan pengembangan untuk penelitian ke
depannya.

IV. HASIL DAN PEMBAHASAN
A. Model Demam Berdarah Dengue

Model demam berdarah dengue yang di analisis pada
paper ini ditunjukkan pada kompartemen model Gambar 1.

Model demam berdarah dengue merupakan model /ost-
vector. Manusia sebagai host dan nyamuk sebagai vector.
Manusia diklasifikasikan ke dalam empat kelas yaitu
suspectible, exposed, infected, dan recovered, sedangkan
nyamuk diklasifikasikan ke dalam tiga kelas yaitu
suspectible, exposed, dan infected. Kelas recovered dalam
populasi vektor tidak diperhitungkan karena masa infeksi
pada nyamuk berakhir dengan kematiannya.

Individu yang rentan terinfeksi (exposed state) oleh gigitan
nyamuk yang terinfeksi dengan laju (bfy1,)/N; dimana b
adalah laju gigitan nyamuk, adalah probabilitas penularan
dengue dari nyamuk ke manusia. Manusia yang terpapar
(exposed) akan mengalami kematian alami atau pindah ke
kelas terinfeksi (infected class) dengan laju perpindahan
sebesar V) setelah menunjukkan gejala klinis penyakit
demam berdarah, individu yang terinfeksi akan mengalami
kematian karena penyebab alami atau pulih dengan laju
pemulihan sebesar y;,. Pada model yang akan diteliti pada
paper ini akan memperhatikan tingkat kelahiran (adanya
pertumbuhan populasi) yang menyebabkan populasi manusia
menjadi tidak konstan, sehingga terbentuklah persamaan
matematika sebagai berikut:

d bB
P I N_:Shlv ~ HnSh ®
d b
2t En =2 Suly, = VaBy — pnEp ©)
d
2 In = VeEn = Ynlp — tindp (10)
d
~ Bn = Vnln — pinRp (11
d bBy
o Sv = T =2 Sol = S, (12)
d bBy
i E, = N_thIh —WE, — wE, (13)
d
i L, =WE, — w1, (14)
dengan Ap, up, iy, b, By, Bys ¥V, Vi, V,, @, adalah  konstanta
positif.
Keterangan:

Ap  : Laju pertumbuhan individu daam populasi

Jumlah total individu dalam populasi dinyatakan dengan
Nn = S, + E, + I, + R, dan jumlah total nyamuk dalam
populasi dinyatakan dengan N, = S, + E,, + [,,.

Kondisi awal dari model matematika di atas adalah
Sn(0) = Sno, En(0) = Epg, 15(0) = Ing, Rp(0) = Rpo,

All6

Sv(O) = Syo»
Nv(o) = Nyo.

Ev(o) = Epo, IU(O) = Iyo, Nh(O) = Npo,

B. Solusi Positif dan Daerah Penyelesaian

Daerah penyelesaian untuk sistem (8)-(14) adalah RY.
Dengan menjumlahkan sistem persamaan untuk masing-
masing laju pada populasi manusia dan populasi nyamuk
diperoleh sistem persamaan linier orde 1 adalah:

d
. Ny (t) + pp Ny (t) = Ahe, (15)

(16)

Persamaan 15 dan 16 dapat diselesaikan dengan pengalian
faktor integrasi lalu diintegralkan terhadap fungsi t sehingga
didapatkan solusi umum dari sistem sebagai berikut:

d
i N, () + N, (2) = LN

N, (t) = ce M nt + % (17)
N,(t) = ce ™t +T (18)

Dengan mensubtitusikan t = 0 pada persamaan 17 dan 18,
maka diperoleh solusi khusus dari sistem sebagai berikut:

Np(t) = Nyge ™nt + % (1—e™)>0  (19)

h

—_ T[Vt —_
N,(t) = Nye ™t + H—“ 1-e™) >0 (20)
sehingga untuk t yang besar diperoleh penyelesaian:

Ny(E) = 2o > 1)

Hn
N, (D) = e >0 22)

Ky

Dengan demikian diperoleh daerah invarian positif untuk
sistem persamaan 8-14 sebagai berikut untuk Ay, 7, konstan
pada kondisi awal t = 0.

Ap T
N, (1) < —”“’}
HUn Hy

0= {(sh,Eh. IRy SunEorT,) € RE : Ny(t) <

dengan cara yang sama untuk Ay, w, fungsi t dengan:

Ap(t) = 0S;,(t), dengan o = rate kelahiran manusia

m,(t) = aS,(t), dengan a = rate kelahiran nyamuk
Diperoleh daerah invarian positif sebagai berikut:

Q= {(ShlEh'Ih'Rh' Sv'Ev:Iv) € R-7+ : Nh(t) < Nho va(t) < Nvo}

C. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu keadaan
tidak terjadi penyebaran penyakit dalam suatu populasi. Titik
tersebut dapat diperoleh dengan menyatakan ruas kiri dari
persamaan 8-14 bernilai nol, kemudian disubtitusikan nilai
I, =0dan[, = 0.

Sehingga diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit
untuk A, 7, konstan pada kondisi awal t = 0 adalah sebagai
berikut:

An

TT.
EO(S,, En® 1% R, S, By, 1,%) = (—, 0,0,0,2, 0, o)
#h ﬂv
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Sedangkan dengan cara yang sama diperoleh titik
kesetimbangan bebas penyakit untuk A, 7, fungsi t adalah
sebagai berikut:

EO(ShO, Eho, Iho, Rho,Syo, EVD, Ivo) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

D. Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesetimbangan endemik adalah suatu keadaan terjadi
penyebaran penyakit dalam suatu populasi. Titik tersebut
dapat diperoleh dengan menyatakan ruas kiri pada persamaan
8-14 bernilai nol, kemudian disubtitusikan nilai I;, # 0 dan
I, # 0. Sehingga diperoleh titik kesetimbangan endemik
untuk A, 7, konstan pada kondisi awal t = 0 adalah sebagai
berikut:

g * = ShYRVA(avh- 1R =Vt i) (Npitp—nn) (Y atip)?
h URYRVR(a—Yhr— Kp)

E.* = (Nnpn=n) Yntin)?
n YRVR(&=Yh— ip)

Vi (Npbp=An) (Yatin)®

I," =
h Yhtih  YrVa(a—Yn— upn)

R.* = YhaVh  (Npitp=nn) Wrtin)?
h Ur(Yrten)  YrVi(a—vr— un)

S = Ty Vo (=) =ty Vot ty) (Np oy —T0p)
v UyVy(a—py)

x _ Mo(Nyly—Try)
E, = ——
Vy(a—py)

x _ aVy(Nyuy—Typ)

v uyVy(a—py)

Sedangkan dengan cara yang sama diperoleh titik
kesetimbangan endemik untuk ap, ,, fungsi t adalah sebagai
berikut:

Nntn
Syt = it
h g

+ _ Na(oun—up)
E," =
oUp+oVp

I = ViNp(oup—up)
™ (Gun+ovi)vatun)

VANRYh(Otp—1F)

R, =
b un(ountaV) (vtun)

Nyly
s, = ot
v o

E* = Ny (ya—p3)
v Upa+Vypa

LY = VuNy (fya—p3)
v Upot+Vpa

E. Analisis Stabilitas Pada Titik Kesetimbangan Bebas
Penyakit

Menganalisa kestabilan global pada model demam
berdarah dengue dengan mengonstruksi fungsi lyapunov
yang mungkin.

All7

Kestabilan global di titik kesetimbangan bebas penyakit
untuk A, m, konstan pada kondisi awal t = 0 diberikan oleh
fungsi lyapunov adalah sebagai berikut [6]:

Gl(t) = (Sh - SﬁlnSh) + Eh + Ih + Rh + (Sv - Sf,’lnS,,)
+E, +]1,

dG Sp Sy

=PSBt Ry (1= F) S E L
(Sv_s;;)z

v svsuo

s
- h SnSp°

— UnEn—1In (Iih - ?V—%SS)

~ln (i~ 20258) = muRy = by (o = S7) = ok

Sehingga himpunan invariant terbesar adalah E°. Oleh
karena itu, dengan menggunakan prinsip invarian /asalle
terbukti bahwa sistem stabil asimtotis global disekitar titik
kesetimbangan bebas penyakit.

Kestabilan global di titik kesetimbangan bebas penyakit
untuk Ay, m, fungsi ¢ diberikan oleh fungsi lyapunov adalah
sebagai berikut [6]:

Gz(t) = (Sh - S}«O,'lnsh) + Eh. + Ih + Rh + (SU - S,?lnsv)
+E, + 1,

daG,  _ _S_z ’ ’ / ’ AR 4 ’
- _( Sh)Sh+Eh+1h+Rh+(1 Sv)s,,+E,,+1v

bBy
N, 53) — UnEn — pnRy

S
=(up—o0)(1- —’L) Sp—1 -
(tn 0)( s9)oh h(#h
) (.uv - bN_ith) — By + (uy — @) (1 - z_;;) Sy
Karena pada kondisi bebas penyakit Ij,;Ey; Ry; I,; E,

bernilai 0, maka

= = ) (1-2) s+ - @ (1-2)sp

dt sy

2 = (un = 0)(SR =) + (y — (ST = S,)
2% <0, jika
dt

Up— 0<0; gy — a<0danSp -5, >0; Sg—S5,)>0
Up— 0<0; p,— a>0danSp —S, > S —S,)

Up— o0>0; p,— a<0danSp —S, < Sy —S,)

%2 = 0,jika Sy = Sp ;52 =S,

dt

Sehingga himpunan invariant terbesar adalah E°. Oleh
karena itu, dengan menggunakan prinsip invarian lasalle
terbukti bahwa sistem stabil asimtotis global disekitar titik
kesetimbangan bebas penyakit.

F. Analisis Stabilitas Pada Titik Kesetimbangan Endemik

Menganalisa kestabilan global pada model demam
berdarah dengue dengan mengonstruksi fungsi lyapunov
yang mungkin.
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Kestabilan global di titik kesetimbangan endemik untuk
Ap, T, konstan pada kondisi awal t = 0 diberikan oleh fungsi
lyapunov sebagai berikut [6]:

)2 )2 )2 _pr)2 2
W, (t) = (Sn 25h) + (En th) + (n zlh) + (Rn ZRh) + G 231;)

(By=Ep)? | (p=13)*

+ 2 + 2
S8 = (S =SSk + By — EDE} + Uy — [ +
(Rn — RRR; + (R — RRR, + (S, — S5)Sy +
(B, — Ep)E; + (I, — I
Z8 = — 1 (Sn = Si)? = un{En(En — E3) — Ex(Sy — Si)}
—pndln (I, — 1) — I (Sn — Sp)}
—tr{Rn(Ry — R},) — Ry (Sp — Sp)}
—VhEn(Ep — Ep — I + 13) — ¥plp(p — I — Ry + Rp)
~ S suly(Sh = Sh — En + Ep) = i (S, = 55)?
—to{E, (B, — E) — E5(S, — S3)}
—pu{l, (I, — 1) — I;(S, — S7)}
—VE,(E, —E; — 1, + 1)
— sl (Sy = S5 — Ey + E;)
4 <0dan T2 =0, jika Sy = S i En= Ej i Iy =1 ;

Ry=Ry;S,=8,E,=E;;L,=1;.

Sehingga himpunan invariant terbesar adalah E*. Oleh
karena itu, dengan menggunakan prinsip invarian /asalle
terbukti bahwa sistem stabil asimtotis global disekitar titik
kesetimbangan endemik. Analisis stabilitas pada masing-
masing kriteria yang memenuhi dinyatakan pada Tabel 1.

Pada Gambar 2 merupakan daerah yang memenuhi kondisi
1 untuk stabilitas /yapunov. Daerah yang diarsir pada Gambar
2 menunjukkan bahwa kondisi 1 akan stabil asimtotis global
saat E, < Ej, dan S, < Sj;. Gambar 2 merupakan koordinat
kartesian dimana Ej, sebagai sumbu X dan S; sebagai sumbu
Y. Kondisi dimana S, = Sy, dan E, = Ej; akan tercapai saat
terjadinya pertemuan antara S;, dan Ej,.

Dari Tabel 1 dapat disimpulkan bahwa model penyebaran
penyakit demam berdarah dengue akan stabil asimtotis global
di titik kesetimbangan endemik untuk A, m, konstan pada
saat kondisi awal t = 0 ketika E,, < I, < R, < S, dan E,, <
I, < S,, yang berarti terjadi penurunan tingkat penyebaran
sehingga populasi manusia yang terinfeksi menurun
menyebabkan peningkatan populasi manusia yang schat serta
penurunan populasi nyamuk yang terinfeksi.

Kestabilan global di titik kesetimbangan endemik untuk
Ap, T, fungsi t diberikan oleh fungsi lyapunov adalah sebagai
berikut [6]:

Al18

W,(t) = (Sn=s7)° 4 (En—E)" n (tn=17)° n (Rn=Rp)" 4 Go=s)?

2 2 2 2 2
(By=Ep)? | (p=13)*
+ 2 + 2
aw; * * *
— = (Sn =SSk + (Ep — ERER + (Un — Iy

+(Ry — RRRy + (Sy — S5)Sy + (B, — EDE,

+(Iv - 15)11;

% = — UnSnEp (1 - %:) — UnSnln (1 - i_:)

—UnSnRnp (1 - z_h> - l;,ﬁshlv(sh — Sy — En + Ep)
h h

—V,En(Ep — Ep — In + 1) — pun{En(En — Ep)}
—pn{ln (I — 1)} — vl Un — I — Ry + RR)
—mn(Ru(R = R} = S, 5 (1- )
oSl (1= ) = 525, 1n(Sy = S} = By + E3)
—VE,(E, — E; — I, + ;) — w{E, (E, — E;)}
— oL, (L, — 1)}

aw;,

2 <0dan ©2=0, jika S, = S ; By = Ey i Iy =1 ;
Ryn=Ry;S,=S8,;E,=E;;I,=1;.

Sehingga himpunan invariant terbesar adalah E*. Oleh
karena itu, dengan menggunakan prinsip invarian lasalle
terbukti bahwa sistem stabil asimtotis global disekitar titik
kesetimbangan endemik. Analisis stabilitas pada masing-
masing kriteria yang memenuhi dinyatakan pada Tabel 2.

Dari Tabel 2 dapat disimpulkan bahwa model penyebaran
penyakit demam berdarah dengue akan stabil lyapunov di
titik kesetimbangan endemik untuk Ay, m, fungsi t ketika
E, < I, <R, <S8 dan E, < I, <S§,, yang berarti terjadi
penurunan tingkat penyebaran sehingga populasi manusia
yang terinfeksi menurun menyebabkan peningkatan populasi
manusia yang sehat serta penurunan populasi nyamuk yang
terinfeksi.

Pada Gambar 3 merupakan daerah yang memenuhi kondisi
1 untuk stabilitas /yapunov. Daerah yang diarsir pada Gambar
3 menunjukkan bahwa kondisi 1 akan stabil asimtotis global
saat E, < Ej, dan S, < Sj;. Gambar 3 merupakan koordinat
kartesian dimana E), sebagai sumbu X dan S; sebagai sumbu
Y. Kondisi dimana S, = Sy, dan E, = E}, akan tercapai saat
terjadinya pertemuan antara S;, dan Ej,.

V. KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan yang dapat diambil berdasarkan hasil analisis
yang pertama, Model matematika penyebaran demam
berdarah dengue yang diteliti dalam tugas akhir ini
merupakan model host-vector. Manusia sebagai host dan
nyamuk aedes aegypti sebagai vektor pembawa virus dengue
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yang dituliskan sebagai berikut:
d
at
d bB

Ty Ey = N_:Shlv — VhEn — unEn

bB
Sh = An— N_:Shlv ~ HnSh

d
2 In = VaEp = vplp =ty
d

2 Bn =Vnln — iR

d bpy

it Sy = Ty — N_thIh — UySy
d by

i E, = N_thIh - VE, — wE,
d

L, =WE, — w1,

Kedua, Berdasarkan analisis model matematika
penyebaran penyakit demam berdarah dengue diperoleh
empat titik setimbang, yaitu: (a) Titik setimbang bebas
penyakit (;_};11’0' 0, 0,%,0, 0) untuk Ay, m, konstan pada

at

kondisi awal t = 0, yang stabil asimtotis global; (b) Titik

setimbang bebas penyakit (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) untuk Ay, m,

fungsi t, yang stabil asimtotis global; (c) Titik setimbang

endemik:

(/\hthh(O( — ¥ — #n) — WV + ) (N, = Ap) (v + 1)
Y Vi (@& = v = )

(Nt = n) (Vn + 1n)? Vi (Nppn — n)(rn + un)?

VeVl —ve—tn) ‘vt un  VaVala—yn —pn)
vV (Napn = A+ u)? oV (a— ) —
"y ) YaVa(a—yn — pn) Vo (0 = )
(Vv + T[v)(Nv.uv - T[v) ] ,uv(Nv”v - T[v) ) aVv(Nvlftv - T[v)

wVpla—p) " Kla—pw) 7~ wl(a—pw)
untuk Ay, m, konstan pada kondisi awal t = 0, yang stabil
asimtotis global; (d) Titik setimbang endemik:

Nuttn Nu(ow, — pip)

Al19

VilNn (o — p2)  ViNpn

o ' opp+aVy (ou,+oVi)vn +uwn)’ wy
(O—llh B I'lle) . Ny, i Nv(liva B lez) i Vva(.uva B ﬂg)

(oup +oV)(yn + 1)’ o

)

A+ V,a  pat

untuk Ay, , fungsi t, yang stabil asimtotis global.

Ketiga,
menggunakan fungsi

Berdasarkan  analisis  stabilitas  dengan

lyapunov terbukti bahwa model

penyebaran demam berdarah dengue stabil asimtotis global

pada titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik.
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