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Abstrak—Pertumbuhan ekonomi dapat diartikan sebagai
kenaikan jangka panjang dalam kemampuan dari suatu negara
untuk menyediakan semakin banyak jenis barang-barang
ekonomi kepada penduduknya. Peningkatan pengeluaran
konsumsi mendorong berkembangnya produksi barang dan
jasa. Salah satu faktor yang memengaruhi pengeluaran
konsumsi adalah utilitas atau nilai guna yang diperoleh dari
kegiatan mengonsumsi barang atau jasa. Sehingga penting
untuk mengetahui tingkat utilitas konsumsi dalam suatu
produksi. Masalah yang terkait dengan pertumbuhan ekonomi
berdasarkan utilitas dapat diselesaikan dengan model Ramsey
menggunakan fungsi produksi Cobb-Douglas. Model ini
digunakan untuk memaksimalkan utilitas konsumsi yang
terikat pada modal melalui kendala dinamis. Oleh karena itu,
dilakukan analisa model Ramsey-Cass-Koopmans pada
pertumbuhan ekonomi dengan pertumbuhan jumlah tenaga
kerja tidak konstan, eksistensi kontrol optimal, kontrol optimal
menggunakan Metode Langsung dan Tidak Langsung dengan
kontrol berupa konsumsi per kapita, simulasi penyelesaian
secara numerik menggunakan metode Runge-Kutta orde
empat. Berdasarkan hasil analisa model didapat bahwa model
Ramsey-Cass-Koopmans dengan pertumbuhan tenaga kerja
tidak konstan terbukti memiliki solusi positif dan unik, kontrol
konsumsi per kapita pada model Ramsey-Cass-Koopmans
dengan pertumbuhan tenaga kerja tidak konstan terbukti eksis.
Setelah dilakukan kontrol optimal dengan Metode Langsung
dan Tidak Langsung, terbukti kontrol berupa konsumsi per
kapita dapat memaksimalkan utilitas konsumsi.

Kata Kunci—Pertumbuhan Ekonomi, Model Ramsey-Cass-
Koopmans, Eksistensi, Kontrol Optimal.

I. PENDAHULUAN

KONOMI merupakan bagian dari ilmu sosial yang

mempelajari perilaku manusia dalam upaya memenuhi
kebutuhan. Kebutuhan manusia beraneka ragam dan akan
terus berkembang baik jumlah maupun kualitasnya mengikuti
kemajuan peradaban manusia. Dikarenakan sebagian besar
perbuatan manusia ditujukan untuk memenuhi kebutuhan
hidup, maka ilmu ekonomi dapat dikatakan memegang
peranan penting dalam kehidupan sosial [1]. Perkembangan
kegiatan dalam perekonomian atau dapat diartikan sebagai
pertumbuhan ekonomi dapat menyebabkan barang dan jasa
yang diproduksi dalam masyarakat terus bertambah dan
kemakmuran masyarakat meningkat. Pertumbuhan ekonomi
adalah kenaikan jangka panjang dalam kemampuan dari suatu
negara untuk menyediakan semakin banyak jenis barang-
barang ekonomi kepada penduduknya [2]. Aspek yang perlu
diperhatikan dalam sebuah perekonomian diantaranya modal,
tenaga kerja dan konsumsi. Modal merupakan faktor yang
menentukan besarnya produksi. Dalam Ilmu Ekonomi modal
adalah tiap-tiap hasil (produk) yang digunakan untuk
menghasilkan produk selanjutnya [3]. Menurut Todaro,
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Gambar 1. Laju perubahan stok modal per kapita dengan metode

langsung dan tidak langsung.

pertumbuhan tenaga kerja secara tradisional dianggap
sebagai faktor positif yang memacu pertumbuhan ekonomi.
Jumlah tenaga kerja yang besar berarti akan menambah
jumlah tenaga yang produktif [3]. Sedangkan konsumsi
adalah kegiatan untuk menghabiskan atau menggunakan hasil
produksi. Peningkatan pengeluaran konsumsi akan
mendorong berkembangnya produksi barang dan jasa untuk
memenuhi kebutuhan konsumsi tersebut [4].

Salah satu faktor yang mempengaruhi konsumsi adalah
utilitas. Utilitas adalah nilai guna atau kebermanfaatan yang
diperoleh dari kegiatan mengkonsumsi barang atau jasa [5].
Masalah terkait utilitas ini dapat diselesaikan menggunakan
teori kontrol optimal. Kontrol optimal adalah salah satu
contoh penerapan ilmu matematika yang bertujuan untuk
menentukan pengendalian sinyal yang bekerja pada suatu
proses sebagai respons terhadap kendala fisik, sedangkan
nilai optimalnya dapat ditentukan sesuai dengan indeks
kinerja atau fungsi tujuan [6]. Dalam masalah pertumbuhan
ekonomi banyak digunakan kontrol optimal dengan model
Ramsey. Model Ramsey merupakan salah satu model
pertumbuhan ekonomi neoklasik. Dalam teori neoklasik,
pertumbuhan ekonomi bergantung pada peningkatan dan
penawaran faktor produksi dan tingkat kemajuan teknologi,
karena perekonomian akan terus mengalami tingkat
kesempatan kerja penuh dan kapasitas sarana modal akan
digunakan secara penuh dari waktu ke waktu. Model Ramsey
bertujuan untuk memaksimalkan utilitas konsumsi yang
terikat terhadap modal melalui kendala dinamis [7].

Dalam upaya meningkatkan utilitas dari konsumsi maka
dilakukan optimasi terhadap model Ramsey. Oleh karena itu,
dilakukan analisa model Ramsey-Cass-Koopmans pada
pertumbuhan ekonomi dengan pertumbuhan jumlah tenaga
kerja tidak konstan. Pertumbuhan jumlah tenaga kerja
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Tabel 2.
Nilai awal variabel model ramsey-cas-koopmans
Variabel Keterangan Nilai

K(0) Stok modal pada waktu 0 15000000
L) Jumlah tenaga kerja pada waktu 0 11

i %10° Konsumsi per Kapita

Metode Langsung
16 || = Metode Tidak Langsung

0 1 2 3 4 5

Waktu (Tahun)
Gambar 3. Tingkat pemberian kontrol optimal ¢ dengan metode
langsung dan tidak langsung.

diasumsikan tidak bersifat terbatas atau konvergen. Jumlah
tenaga kerja dapat meningkat atau menurun selama tetap
positif. Kemudian, dibuktikan eksistensi dan ditentukan
kontrol optimal dengan kontrol berupa konsumsi per kapita.
Kontrol optimal diselesaikan menggunakan dua metode yaitu
Metode Langsung dan Tidak Langsung dengan penyelesaian
numerik menggunakan metode Runge-Kutta orde 4. Metode
Runge-Kutta orde 4 biasa digunakan pada penelitian
sebelumnya dan memiliki tingkat akurasi yang tinggi
sehingga digunakan metode Runge-Kutta orde 4 untuk
simulasi penyelesaian numerik.

II. TINJAUAN PUSTAKA
A. Pertumbuhan Ekonomi

Pertumbuhan ekonomi mencerminkan peningkatan
aktivitas ekonomi di suatu negara yang menyebabkan
peningkatan produksi barang dan jasa dalam masyarakat,
serta meningkatkan kesejahteraan masyarakat dalam jangka
waktu yang lama. Terdapat beberapa teori mengenai
pertumbuhan ekonomi. Salah satunya teori pertumbuhan
ekonomi neoklasik. Dalam analisis neoklasik, pertumbuhan
ekonomi bergantung pada peningkatan dan penawaran faktor
produksi dan tingkat kemajuan teknologi, karena
perekonomian akan terus mengalami tingkat kesempatan
kerja penuh dan kapasitas sarana modal akan digunakan
secara penuh dari waktu ke waktu [8]. Teori ekonomi
neoklasik didasarkan pada fungsi produksi yang telah
dikembangkan oleh Charter Cobb dan Paul Douglas yang
dikenal dengan fungsi produksi Cobb-Douglas. Fungsi
produksi Cobb-Douglas dapat dituliskan sebagai berikut [7]:

Y(t) = AK()*L(6)F @)
dimana,
Y(t) :Hasil produksi pada waktu t
K(t) : Stok modal pada waktu t
L(t) :Jumlah tenaga kerja pada waktu t
A : Faktor kemajuan teknologi
a : Elastisitas output modal

Al135
Tabel 1.
Nilai parameter model ramsey-cass-koopmans

Parameter Keterangan Nilai

A Faktor kemajuan tenologi 0.7

) Tingkat penyusutan modal 0.1

p Faktor diskon 0.02
n(t) Tingkat pertumbuhan jumlah tenaga kerja e 5t

<10° Percepatan Stok Modal per Kapita

0 1 2 3 4 5

Waktu (Tahun)
Gambar 2. Percepatan laju perubahan stok modal per kapita dengan
metode langsung.

14 : Elastisitas output tenaga kerja

B. Model Ramsey

Model Ramsey adalah model neoklasik pertumbuhan
ekonomi yang idenya adalah menentukan tingkat tabungan
secara endogen melalui proses maksimalisasi secara dinamis
[9]. Model Ramsey digunakan dalam masalah teori kontrol
optimal untuk memaksimalkan utilitas konsumsi yang terkait
dengan modal melalui kendala dinamis. Persamaan model
Ramsey yang diperkenalkan oleh F. P. Ramsey pada tahun
1928 adalah sebagai berikut [10]:

LO 1) = FLE),K®)
dengan,
F(L(t),K(t)) : Hasil produksi pada waktu t

K(t) : Stok modal pada waktu t
C(t) : Konsumsi pada waktu t
L(t) : Jumlah tenaga kerja pada waktu t

Model Ramsey selanjutnya diperluas oleh David Cass dan
Tjalling Koopmans yang kemudian sering disebut sebagai
model Ramsey-Cass-Kooopmans [11]. Model Ramsey-Cass-
Koopmans yang digunakan adalah sebagai berikut [7]:

K(t) =Y(t) — 8K (t) — C(t) 2)
dimana,
Y(t) :Hasil produksi pada waktu t
K(t) :Stok modal pada waktu t
C(t) :Konsumsi pada waktu t

6 : Tingkat penyusutan modal
Untuk memaksimalkan utilitas konsumsi, maka fungsi
objektif yang digunakan pada model ini yakni:

J(e) = [, Inc(t)ertdt (3)

C. FEksistensi Kontrol Optimal

Solusi terbatas dari kendala pada persamaan 2 untuk
interval waktu yang terbatas digunakan untuk membuktikan
eksistensi kontrol optimal. Eksistensi dari kontrol optimal



JURNAL TEKNIK ITS Vol. 12, No. 4, (2023) ISSN: 2337-3539 (2301-9271 Print)

dapat dicari dengan menggunakan hasil dari Fleming dan
Rishel.

Teorema 1. Berdasarkan masalah kontrol pada persamaan
3 dengan kendala pada persamaan 2 dan diberikan kontrol ¢
yang eksis sedemikian sehingga [12]:

min J(c) = J(c*) 4)

Berikut beberapa kondisi yang harus dipenuhi agar kontrol
optimal dapat dikatakan eksis.
1. Himpunan kontrol € bukan himpunan kosong.
2.  Himpunan kontrol C konveks dan tertutup.
Definisi 1. Suatu himpunan K  R™ dikatakan konveks
jika K = @, atau setiap kali kita mengambil dua titik
dalam K, garis lurus yang menghubungkan kedua titik
tersebut seluruhnya terdapat dalam K, yaitu [13]:

Ax 4+ (1—2Dx, EK, VA€ [01],Vxy,x, EK

3. Ruas kanan (Right Hand Side) dari sistem dinamik
kontinu terbatas oleh fungsi linear pada state dan kontrol
optimal.

4. Integrand dari fungsi objektif konveks pada C dan

terbatas.
Teorema 2. Sebuah fungsi f(x) bernilai riil
terdiferensiasi pada selang terbuka adalah konveks jika
dan hanya jika turunan pertamanya f' adalah fungsi tidak
turun. Sebuah fungsi f(x) bernilai riil yang
terdiferensiasi dua kali pada selang terbuka adalah
konveks jika dan hanya jika turunan keduanya f"’ tidak
negatif sepanjang selang ini [14].

D. Teori Kontrol Optimal

Pada prinsipnya kontrol optimal bertujuan untuk mencari
fungsi kontrol u(t) yang dapat memaksimalkan indeks
performasi. Formulasi indeks performasi adalah sebagai
berikut:

J =St + [ VEx©u@, e (5)

dengan kendala:

x(t) = f(x(@), u(®), t), x(to) = xo Q)
dengan ¢, dan tymasing-masing adalah waktu awal dan akhir
pemberian kontrol, sedangkan V dan S adalah fungsi skalar.
Kontrol u*(t) merupakan nilai fungsi kontrol optimalnya,
jika dapat memaksimalkan indeks performasi [15].

1) Metode Langsung

Untuk menyelesaikan permasalahan kontrol optimal
menggunakan Metode Langsung dengan mengeliminasi u(t)
antara kendala pada persamaan 6 dan indeks performasi pada
persamaan 5 sehingga diperoleh:

t .
J =[] va®,x®,ndt ©)
Selanjutnya menerapkan fungsi Euler-Lagrange.
av d (av
(5. —w(G).=0 ®

2) Metode Tidak Langsung

Untuk menyelesaikan permasalahan kontrol optimal
dengan Metode Tidak langsung adalah dengan membentuk
fungsi Hamiltonian sebagai berikut:
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H =V (@), u)) + O f (x(t), u(t), t) €

Kondisi yang diperlukan agar lintasan menjadi optimal
untuk masalah maksimum berdasarkan kriteria dalam
Teorema 3 berikut:

Teorema 3. Misalkan (x*,u") menjadi lintasan optimal
untuk masalah maksimasi sesuai dengan kriteria. Selanjutnya
terdapat konstan 1 € R dan sebuah fungsi yang dapat
diturunkan secara sepotong-sepotong A:1 — R sehingga
untuk setiap t > t, berlaku [7]:

(2.2) # (0,0

(2 (O,0 (1), A1), ) = 0 (10)

dan untuk setiap t > 0 kecuali untuk titik diskontinu dari u*,
berlaku:

A = == (63" (0w (1), 4(6), 1) (11)

E. Metode Runge-Kutta Orde 4

Metode Runge-Kutta merupakan suatu algoritma yang
diterapkan untuk menemukan solusi masalah nilai awal
dalam persamaan diferensial. Keunggulan dari metode ini
yaitu memberikan ketelitian yang lebih tinggi dan tidak
memerlukan perhitungan turunan dari fungsi yang terlibat
[16]. Jenis metode Runge-Kutta yang digunakan adalah
metode Runge-Kutta orde 4. Model matematika yang
disimulasikan secara numerik menggunakan metode Runge-
Kutta orde empat adalah model matematika yang telah
dikontrol secara optimal. Secara matematika dapat ditulis
sebagai berikut [17]:

dx

&= fe0
Penyelesaian Runge Kutta orde 4 adalah sebagai berikut:
Xnar = Xn + < (g + 2key + 2kes + ky) (12)
dimana,

ki = f(tn X5) (13)

h h
ky = f(tn +2, 20+ 2 k) (14)

h h
ks zf(tn+z'xn+5k2) (15)
ky=f(t,+ hx, + hk3) (16)

III. METODOLOGI PENELITIAN

Langkah-langkah sistematis dalam proses penelitian ini
dimulai dari mengidentifikasi model Ramsey-Cass-
Koopmans yang digunakan. Lalu menganalisa kepositifan
dan keunikan model Ramsey-Cass-Koopmans dan eksistensi
kontrol optimalnya. Dimana variabel kontrol yang diberikan
berupa konsumsi per kapita. Setelah itu, menentukan
penyelesaian  kontrol optimal model Ramsey-Cass-
Koopmans menggunakan Metode Langsung dan Tidak
Langsung. Selanjutnya mensimulasikan persamaan secara
numerik menggunakan metode Runge Kutta orde 4 dengan
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Matlab. Kemudian, dilakukan analisa hasil simulasi model
Ramsey-Cass-Koopmans. Kemudian, dilakukan penarikan
kesimpulan dan diberikan saran untuk perbaikan pada
penelitian berikutnya.

IV. HASIL DAN PEMBAHASAN
A. Model Ramsey-Cass-Koopmans

Model matematika yang digunakan adalah model
matematika yang terdapat pada penelitian yang berjudul
"Ramsey model with non-constant population growth" oleh
Kajanovicova et al. Adapun model Ramsey-Cass-Koopmans
yang digunakan adalah sebagai berikut [7]:

K(t) =Y(t) — 8K(t) — C(t) (17)

Fungsi produksi diasumsikan menggunakan tipe Cobb
Douglas yaitu:

Y(t) = AK(t)*L(t)P

Jumlah tenaga kerja mengalami pertumbuhan secara
eksponensial dengan tingkat pertumbuhan tidak konstan n
diberikan oleh:

n(®) =12 = e~ (18)
Didefinisikan stok modal per kapita k(t) = %, konsumsi
per kapita c(t) = %, hasil produksi per kapita y(t) = % =
Ak(£)*L(t)**F~1 dengana = 1,8 = 0.
Sehingga persamaan 17 menjadi:
k(t) = y(t) = 8k(t) = n(Ok(t) - c(t)
k(t) = (A= 8 —n(t)k(t) —c(t) 19
dengan k(0) = k,.
Fungsi objektif dapat didefinisikan sebagai berikut:
J(c) = maks fooo Inc(t)e Ptdt (20)

B. Kepositifan dan Keunikan

Dapat dilihat dari persamaan dinamik 19 bahwa model
dikatakan valid jika memiliki solusi positif untuk setiap saat
t. Hal ini berarti, jika model memiliki kondisi awal k(t;) >
0 maka k(t) >0 untuk setiap t > t,. Pertama, akan
ditunjukkan bahwa persamaan 19 valid. Misalkan himpunan.

21

Jika kondisi awal pada persamaan 19 memenuhi k(t, =
0) > 0, maka dapat dikatakan persamaan 19 valid jika
himpunan ), merupakan himpunan invarian positif.

Qiceoy: = ((®)|to < t < tr, k(2) > 0}

Definisi invarian positif dapat diberikan sebagai berikut [2]:

Definisi 2. (Himpunan invarian positif) Diberikan sebuah
persamaan diferensial k" = f(k), sebuah himpunan Q € R
adalah invarian positif jika dan hanya jika tidak ada solusi
yang berawal dari S yang dapat meninggalkan Q di masa yang
akan datang, yaitu ketika hal berikut berlaku [18].

vk € Q,Vt = 0,¢[t, k] € Q

Untuk menunjukkan bahwa persamaan 20 adalah
himpunan invarian positif, dapat dibuktikan dengan Teorema

Al137

4 berikut:
Teorema 4. Misalkan

Qe = (k(®)|to < t < tr, k(2) > 0}

himpunan bagian dari semua solusi dari model (19) dengan
kondisi awal k(t, = 0). Jika k(ty) > 0 maka Q ), adalah
himpunan invarian positif.

Bukti:

k(t) = y(©) = c(t) = k() —n(Dk(®)  (22)
dengan kondisi awal k(ty) > 0,k(t,) € Q, maka harus
dibuktikan untuk kondisi lain yaitu k(t) € ,Vt, <t < tf,
dimana k(t) fungsi kontinu pada [to, tf] [19].

Diketahui dari jurnal yang berjudul "Some Facts about the
Ramsey Model" bahwa [20]:

c(® =1 -=s®)y(®)

Dimana s(t) menyatakan investasi berupa sebagian dari
produksi saat ini yang disimpan dan diinvestasikan dalam
pertumbuhan modal pada waktu t dengan:

s(H)y<1
Sehingga,
c®) =1A-s@®)y®)
s@®)y() =y —c(®)

Dengan demikian persamaan 21 ekuivalen dengan:

k() = y(t) — c(t) — 6k(t) —n(®)k(?)
= s(O)y(t) — 6k(t) —n(®)k(t)
= s(O)Ak(t) — Sk(t) — n(t)k(t)

> —8k(t) — n(O)k(®), (s(t) < Lk(t) > 0) (23)

Perhatikan bahwa n fungsi linier sehingga terdapat m > 0
sedemikian hingga

n®) <|n@®|<m, Vte|ot)

dengan demikian didapat bahwa

n(t)<m
n()k(t) < mk(t), k() >0,vt € [0,tr)

—n(t)k(t) = —mk(t)
ke(t) = —6k(t) — n(O)k(t) = —6k(t) — m(t)k(t)
k(t) = —8k(t) — mk(t)

k(t) + 8k(t) + mk(t) = 0
k(t) + (6 + m)k(t) = 0
eE+ME(t) + eG+H™E(§ + m)k(t) = 0

d
— (™)) 2 0
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td (s+myt
Iy = (e k(t))dt =0
e+t (t*) — k(0) > 0
eE+mt k(%) > k(0)

k(t*) = k(0)e~+mt’

dari persamaan 23  diperoleh bahwa k(t*) =
k(0)e~(6*+™t" > (. Tetapi ini kontradiksi dengan pernyataan
k(t*) <0, sehingga dari sini dapat disimpulkan bahwa
k(t) = 0 untuk setiap t € [O, tf].

Dari pembuktian diatas, diperoleh bahwa persamaan 21
adalah himpunan invarian positif sehingga model 19 valid.

Telah dibuktikan bahwa himpunan Q(k(t,)) yang
didefinisikan pada persamaan 21 adalah himpunan invarian
positif. Hal ini berarti bahwa jika kondisi awal pada model 19
dengan kontrol bernilai positif , maka solusi dari model
tersebut bernilai positif untuk setiap interval waktu t. Akan
tetapi, tidak menjamin bahwa model ini memiliki solusi
tunggal yang diberikan untuk sebuah kondisi awal. Sehingga
harus ditunjukkan apakah solusi model 19 dengan kontrol
memiliki solusi tunggal atau tidak. Model 19 memiliki solusi
tunggal untuk setiap kondisi awal yang positif. Hal ini seperti
yang diberikan dalam Teorema 5 berikut:

Teorema 5. Model Ramsey-Cass-Koopmans dengan
kontrol pada persamaan 19 yang memenuhi kondisi awal
yang diberikan k(t,) > 0 mempunyai solusi yang unik [19].
Bukti. Misalkan

p(k(t)) = k(t)

Model Ramsey-Cass-Koopmans dengan kontrol dapat ditulis
sebagai

p(k(t)) = Ak(t) — 6k(t) — n(O)k(t) — c(t)

akan ditunjukkan bahwa ¢ (k(t)) mempunyai solusi yang
unik dengan kondisi awal k(0) > 0.

o (k1 (8)) = @ (k2 (8))| = |Ak1 (£) = 8k1(£) — n(t)ke1 (L)
—c(t) = Akz(t) — 6k2(8) — n(O)k2(8) — ()]
= |A(k1(®) — k2 (8)) — 8 (k1 (D) — k2 (D))
—n(t) (ke (£) = k()]
= (A =8 =n(®) (k1 (t) — k2(D)]

= A= 8=n®|lki() — k2(D]

karena n fungsi linier didapat bahwa terdapat M > 0
sehingga

[A=6—n()| <M
schingga,
lo (k1 (1)) — @k ()] = |A =& —n(t)||k1(t) — k(D)

< Mlky(t) = k(D]

diperoleh bahwa ¢ (k(t)) adalah fungsi Lipschitz. Dari sini
didapat:
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k(t) = k(to) + J;, @(k(®))dt

sehingga terbukti k memiliki solusi unik untuk kondisi awal
k(ty) > 0.

C. Eksistensi Kontrol Optimal

Solusi terbatas dari kendala 19 untuk interval waktu yang
terbatas digunakan untuk membuktikan eksistensi kontrol
optimal. Eksistensi dari kontrol optimal dapat dibuktikan
menggunakan hasil dari Fleming dan Rishel. Berdasarkan
Teorema 1 disebutkan fungsi objektif yang digunakan adalah:

min J(c) = J(c")
sedangkan pada permasalahan model Ramsey-Cass-
Koopmans ini fungsi objektif yang ditentukan yaitu:

max J(c) =J(c")

sehingga untuk menyesuaikan dengan Teorema 1 untuk
membuktikan eksistensi kontrol optimal menggunakan:

min —J(c) = —J(c")
Bukti. Berikut beberapa kondisi yang harus dipenuhi agar
kontrol optimal dapat dikatakan eksis.
1) Himpunan Kontrol C Bukan Himpunan Kosong
Himpunan C didefinisikan sebagai:

¢ ={clc(t) > 0,vt € [0,t]}

adalah bukan himpunan kosong.

Ini dapat dilihat dari Teorema 4 dan Teorema 5 dimana
setiap kontrol ¢ € C mempunyai solusi positif dan unik.
Sehingga dapat disimpulkan himpunan C bukan himpunan
kosong.

2) Himpunan Kontrol C Konveks Dan Tertutup

Sebagai akibat dari hasil persamaan 1 terjamin bahwa
kontrol tidak kosong, sehingga memungkinkan untuk
melakukan analisis mengenai sifat kontrol tersebut yakni
konveks dan tertutup. Himpunan C didefinisikan sebagai:

e ={cle(t) > 0,vt € [0,¢/])

adalah himpunan konveks dan tertutup.

Untuk menunjukkan bahwa himpunan € adalah himpunan
konveks dan tertutup, misalkan v = (cy,c,) € C. Mudah
dilihat bahwa c;(t),c,(t) >0 untuk t € [0,¢;] sehingga
setiap A € [0,1] diperoleh:

Acy(0) + (1= Dey(t) > 05t € [0, ¢

Untuk membuktikan, ambil ¢; dan ¢, elemen di C sehingga
berlaku:

c1(t)>0 (24)

c2(6) >0 (25)

kalikan semua ruas pada persamaan 24 dengan (1 — 1) dan
persamaan 25 dengan A sehingga:

(1 = D)y (t) + Acy(£) > 0 (26)

Ac,(£) >0 (27)

jumlahkan persamaan 26 dan 27 sehingga didapat:
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(1 =Dy (t) + Acy(t) >0
misalkan (1 — )¢y (t) + Ac,(t)adalah c;5(t) maka
c3(t) >0

ini berarti c; € C maka (1 — A)c;(t) + Ac,(t) € C. Sehingga
dapat disimpulkan bahwa himpunan kontrol C konveks.

Untuk menunjukkan bahwa C adalah himpunan tertutup,
cukup dengan menunjukkan bahwa untuk setiap barisan
konvergen c¢,, € C memenuhi lim,,_,,c, € C. Pernyataan ini
ekuivalen ke ¢, adalah barisan konvergen dengan x =
(lim,,Cy,) € C. Sekarang definisikan:

llen —cll:= sup [cn(t) — ()]
tefo,tr]

Kemudian, diketahui bahwa c, adalah barisan konvergen
sehingga untuk setiap € > 0 terdapat K (¢) € N sehingga:

llen —cll <€
untuk setiap n = K (¢€). Dari sini didapat:

llen —cll <e

sup |c,(t) —c(®)| <€
tefo,tr]

I (£) — ()] < sup |c,(t) —c(t)| <€
tefo,tx]

len(®) —c(O] <€

—e < ¢, (t) — c(t)

—e < c(t) —c,(t)
—e < —€e+c,(t) <c(t)

—e<c(t)

Karena memenuhi untuk setiap € > 0, didapat c(t) > 0.
Dari sini diperoleh c(t) € C. Oleh karena itu, dapat
disimpulkan bahwa C adalah himpunan tertutup. Jadi,
terbukti bahwa himpunan kontrol C konveks dan tertutup.

3) Ruas Kanan (Right Hand Side) Pada Model Dinamik
Kontinu Terbatas Oleh Fungsi Linier Pada State Dan
Kontrol Optimal

Berdasarkan model 19:

k(8) = (A= 8 —n(t)k(t) = c(t)

terlihat bahwa ruas kanan (Right Hand Side) dari model
adalah fungsi linier pada state dan kontrol optimal. Diketahui
bahwa n dan k merupakan fungsi kontinu dan c(t)
merupakan fungsi terbatas sehingga fungsi (A—6 —
n(t))k(t) — c(t) terbatas.
4) Integrand dari Fungsi Objektif Konveks pada C dan
Terbatas

Fungsi I: C — R yang didefinisikan sebagai:
I(c) = —Inc(t)e "t

Untuk menunjukkan bahwa /(c) adalah fungsi konveks
terhadap kontrol c. Perhatikan bahwa
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a — _p-pt_ L
2 d(©) e

d? 1
_ — p—pt
dc? (I(C)) e Cz(t)

Selanjutnya diperoleh bahwa

d_z I —,pt_1 >0
dc? ( (C)) =e c2(t) —

Berdasarkan Teorema 2 dapat disimpulkan bahwa I(c)
adalah fungsi konveks terhadap c.

Selanjutnya, perhatikan bahwa kontrol ¢ positif c(t) > 0.
Dengan menggunakan batasan waktu dari 0 sampai ¢y maka
c(t) terbatas karena ¢ kontinu. Akibatnya —In c(t) juga
terbatas sehingga integrandnya juga terbatas.

D. Penyelesaian Kontrol Optimal
Pada penelitian ini, tujuan yang ingin diperoleh yaitu untuk
memaksimalkan utilitas dari konsumsi dengan kontrol berupa

konsumsi per kapita. Fungsi objektif yang akan
dimaksimalkan yaitu:
J(©) = [, Inc(t)ertdt (28)
dengan kendala,
k(t) = Ak(t) — 8k(t) — n(t)k(t) — c(t) (29)

dan kondisi awal:
k(0) = kq
dimana variabel kontrol diberikan sebagai berikut:
c(t)>0

Rasio ini berfungsi untuk mengetahui seberapa besar
perusahaan dibiayai oleh hutang.
1) Metode Langsung

Metode langsung fokus pada pendekatan langsung untuk
menemukan solusi numerik dari masalah kontrol optimal
[21]. Pendekatan ini mengubah masalah kontrol optimal
menjadi masalah optimasi numerik yang dapat dipecahkan
dengan algoritma optimasi. Penyelesaian kontrol optimal
menggunakan Metode Langsung dengan mengeliminasi c(t)
antara fungsi objektif persamaan 28 dengan kendala
persamaan 29 sehingga diperoleh:

c(t) = Ak(t) — Sk(t) — n()k(t) — k(t)
dan
J(e) = [, In(Ak(t) — 8k(t) — n(t)k(t) — k(t))e~Ptdt
dimana
V = In(Ak(t) — 8k(t) — n(t)k(t) — k(t))e Pt
Dengan menerapkan persamaan Euler-Lagrange
(5.~ G0).=0
ke fungsi J (c) diperoleh:
k*(t) + (=24 + 26 + 2n(t) + p)k*(t) +

(=246 — 24n(t) + 62 + 26n(t) + (n(t))?
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—Ap + p8 + pn(t) + n(D)k*(£) = 0 (30)

dengan memisalkan x(t) = k*(t) dan x(t) = k*(¢t),
sehingga diperoleh persamaan diferensial orde 1

(@) + (=24 + 26 + 2n(t) + p)x(t) +
(—2A68 — 24n(t) + 6% + 26n(t) + (n(t))* — Ap
+pd + pn(t) + n(t))k*(t) =0
Diperoleh sistem persamaan dinamik orde 1 yaitu:
k*(t) = x(t)
x(t) = —(—24+ 28 + 2n(t) + p)x(t)

—(—2A68 — 2An(t) + 6% + 26n(t)

+(n()? — Ap + pd + pn(t) + n(O)k* () (31

Dari persamaan 31 didapat kontrol optimal sebagai berikut:
c*(t) = Ax(t) — 6x(t) — n(t)x(t) — x(t)

2) Metode Tidak Langsung

Metode Tidak Langsung menggunakan pendekatan teoritis
yang melibatkan fungsi Hamiltonian dan kondisi transversal
[22]. Pendekatan metode ini berfokus pada penurunan
persamaan-persamaan diferensial yang mewakili sifat-sifat
optimal dari persamaan kontrol. Dalam penyelesaian kontrol
optimal menggunakan Tidak Langsung langkah pertama
yang harus dikerjakan adalah membentuk fungsi
Hamiltonian, diperoleh:

H = Inc(t)e Pt + A(t) [Ak(t) — 8k(t) — n(t)k(t) — c(b)]

Dari Teorema 3 diketahui bahwa:

oI
e
A =0
o A=
e~ Pt
(0 =55
At) = (c () te " (32)
dan
A =-22=-A(t)(A- 5 -n() (33)

Eliminasi A(t) antara persamaan 33 dan turunan
persamaan 32 untuk mendapatkan ¢*(t), sehingga diperoleh:

') =c" (A -8 —p—n(t)

E. Simulasi

Pada simulasi numerik nilai awal variable yang digunakan
sesuai dengan jurnal [23], nilai awal variabel dan parameter
model Ramsey-Cass-Koopmans yang digunakan disajikan
pada Tabel 1 dan Tabel 2.

Berikut merupakan hasil simulasi pada model Ramsey-
Cass-Koopmans dengan pertumbuhan tenaga kerja tidak
konstan dengan kontrol konsumsi per kapita yang didapat
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dengan nilai variabel dan parameter yang diberikan:

Berdasarkan Gambar 1 diketahui bahwa stok modal per
kapita dengan nilai awal 1.363.640 terus mengalami
peningkatan setelah dilakukan kontrol optimal dengan
Metode Langsung hingga sebesar 13.565.100 pada tahun ke-
5. Demikian juga setelah dilakukan kontrol optimal dengan
Metode Tidak Langsung stok modal per kapita dengan nilai
awal 1.363.640 terus mengalami peningkatan hingga sebesar
14.599.900 pada tahun ke- 5. Hal ini terjadi karena kontrol
konsumsi per kapita sudah efektif sehingga dapat
menghasilkan stok modal per kapita yang terus bertambah
untuk periode selanjutnya. Artinya, kontrol konsumsi per
kapita dapat memaksimalkan utilitas konsumsi.

Berdasarkan Gambar 2 diketahui bahwa pemberian kontrol
konsumsi per kapita menggunakan Metode Langsung dengan
nilai awal 100.000 terus mengalami peningkatan hingga
sebesar 1.607.190 pada tahun ke- 5. Demikian menggunakan
Metode Tidak Langsung pemberian kontrol konsumsi per
kapita dengan nilai awal 100.000 terus mengalami
peningkatan hingga sebesar 1.487.970 pada tahun ke- 5. Hal
ini dapat terjadi karena konsumsi per kapita efektif yang pada
akhirnya dapat meningkatkan produktivitas. Sehingga stok
modal per kapita terus meningkat akibatnya dari pendapatan
yang diperoleh ada sebagian yang dialokasikan untuk
konsumsiyang terus meningkat. Hal ini menunjukkan bahwa
dengan adanya kontrol konsumsi per Kkapita dapat
memaksimalkan utilitas konsumsi.

Berdasarkan Gambar 3 diketahui bahwa percepatan laju
perubahan stok modal per kapita sebesar —645.455, kemudian
terus mengalami peningkatan setelah dilakukan kontrol
optimal hingga tahun ke- 5 nilai percepatan laju perubahan
stok modal per kapita sebesar 6.531.880. Nilai perubahan
yang terjadi pada stok modal per kapita adalah pertambahan
artinya stok modal per kapita semakin bertambah. Hal ini
terjadi akibat pemberian kontrol konsumsi per kapita yang
berpengaruh pada efisiensi dan produksitivitas.

Dari hasil simulasi kontrol optimal dengan Metode
Langsung dan Tidak Langsung menunjukkan pemberian
kontrol konsumsi per kapita efektif dalam memaksimalkan
utilitas konsumsi. Pada Metode Tidak Langsung, nilai p dan
A memengaruhi nilai konsumsi per kapita. Jika nilai p lebih
besar dari A, maka konsumsi per kapita akan menurun lebih
cepat seiring waktu sehingga stok modal per kapita terus
menurun seiring waktu. Dengan demikian kedua metode
tersebut dapat digunakan dalam pengambilan keputusan
konsumsi.

V. KESIMPULAN/RINGKASAN

Setelah dilakukan analisis dan pembahasan pada bab
sebelumnya, terdapat beberapa hal yang dapat disimpulkan
yang Pertama, Model Ramsey-Cass-Koopmans dengan
pertumbuhan jumlah tenaga kerja tidak konstan positif dan
unik. Kontrol optimal pada model Ramsey-Cass-Koopmans
dengan pertumbuhan jumlah tenaga kerja tidak konstan eksis.

Kedua, setelah dilakukan kontrol optimal menggunakan
Metode Langsung diperoleh kontrol konsumsi per kapita ¢
yang optimal yaitu:

c*(t) = Ax(t) — 6x(t) — n(D)x(t) — x(b)

sedangkan setelah dilakukan kontrol optimal menggunakan
Metode Tidak Langsung diperoleh kontrol konsumsi per
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kapita ¢ yang optimal yaitu:

e~ Pt

c® =5

Ketiga, hasil simulasi yang dilakukan menunjukkan
kontrol optimal berupa konsumsi per kapita efektif dalam
memaksimalkan utilitas konsumsi. Selain itu,berdasarkan
hasil simulasi menunjukkan bahwa Metode Langsung dan
Tidak Langsung dapat digunakan dalam mengambil
keputusan konsumsi.

Adapun saran dari penelitian ini untuk penelitian
selanjutnya yaitu dapat mengembangkan model Ramsey-
Cass-Koopmans dengan pertumbuhan jumlah tenaga kerja
tidak konstan menggunakan metode yang berbeda dalam
menyelesaikan kontrol optimalnya.
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