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Abstrak—Human Immunodeficiency Virus (HIV) merupakan
salah satu virus yang menyebabkan penyakit AIDS, suatu
kondisi pada manusia dimana sistem kekebalan tubuh mulai
menurun dan menyebabkan infeksi oportunistik. Virus ini
menyerang sel CD4*T dalam tubuh, semakin berkurangnya
jumlah sel €D4*T dalam tubuh maka akan semakin cepat virus
ini berkembang menjadi penyakit AIDS. Tidak ada obat yang
benar-benar menyembuhkan, yang dapat dilakukan hanyalah
menghambat penyebaran virus sehingga dapat meningkatkan
masa hidup orang yang terinfeksi. Dan untuk mengatasi
permasalahan tersebut, pada penelitian ini akan dilakukan
pemberian kendali optimal berupa terapi antiretroviral yaitu
Reverse transcriptase inhibitor (77,.) dan protease inhibitor (r,,)
pada model penyebaran virus HIV. Dengan menerapkan
prinsip maksimum pontryagin, hasil simulasi menunjukkan
bahwa jumlah sel €D4*T meningkat hingga 20% dimana
efisiensi sebuah pengontrol berupa terapi antiretoviral (n,)
adalah 99% dalam memblokir infeksi baru dan (»,) adalah

100% dalam menghambat produksi virus baru.

Kata Kunci—HIV, sel CD4*T, Reverse transcriptase inhibitor,
protease inhibitor.

I. PENDAHULUAN

AKTERI patogen adalah organisme atau

mikroorganisme yang menyebabkan penyakit pada
organisme lain. Bakteri patogen ini bekerja dengan cara
menginfeksi organisme dan akibatnya, muncul gejala-gejala
abnormal yang biasa disebut dengan tanda-tanda penyakit.
Sebagian dari bakteri patogen ini tidak terasa di tubuh, namun
tidak jarang pula yang menyebabkan penyakit serius
semacam HIV. HIV merupakan retrovirus yang menginfeksi
sel-sel CD4*T dan makrofag dari sistem kekebalan tubuh.
Virus HIV akan memperburuk sistem kekebalan tubuh
seseorang saat infeksi berkembang. Tahap utama infeksi
memakan waktu sekitar 10-15 tahun untuk berkembang
menjadi penyakit AIDS [1].

Dari data GHO pada tahun 2014 yang paling baru tentang
HIV/AIDS yang diterbitkan oleh WHO menyatakan bahwa
sekitar 78 juta orang telah terinfeksi virus HIV dan sekitar 39
juta orang telah meninggal karena virus HIV. Dalam kasus ini
sekitar 35,0 juta orang hidup dengan HIV secara global.
Namun demikian, beban HIV dapat bervariasi tergantung
pada wilayah geografis, misalnya seperti Sub-Sahara Afrika
adalah wilayah yang paling terkena dampak vyang
memberikan kontribusi hampir 70% dari beban global HIV
[2].

Sampai saat ini, belum ada pengobatan yang benar-benar
dapat menyembuhkan atau menghilangkan virus HIV, namun

ada langkah-langkah preventif yang dapat membantu dalam
mengendalikan infeksi dan meningkatkan masa hidup orang
yang terinfeksi yaitu dengan memanfaatkan peran respon
imun dan melakukan terapi antiretroviral. Terapi ini berupa
pemberian obat antiretroviral yang dapat mengendalikan
infeksi dan bekerja berdasarkan tahapan siklus hidup virus
dengan cara yang berbeda [3].

Banyak peneliti yang mengembangkan model dinamika
infeksi virus HIV dengan segala permasalahannya, salah
satunya adalah Wang dkk [4] yang mengkonstruksi model
dinamika infeksi virus HIV dengan menggabungkan respon
imun dan kombinasi terapi, kemudian dikembangkan
kembali oleh Preety Dubey dkk [1] dengan mengkonstruksi
model dinamika infeksi virus HIV yang melibatkan peran
antibodi dalam mengendalikan virus. Serta penelitian yang
dikembangkan oleh Nastitie [5] berupa pemberian kendali
optimal untuk pengobatan kanker dengan menggabungkan
kombinasi terapi dalam meminimalkan ukuran kanker, yang
dapat diterapkan untuk penelitian yang akan dilakukan pada
makalah ini yaitu analisis perilaku sistem dan memperoleh
kontrol optimal dengan menggunakan Prinsip Maksimum
Pontryagin (PMP) dari model penyebaran virus HIV.
Penelitian ini bertujuan untuk meningkatkan jumlah sel
CD4A*T dengan biaya pemberian obat terapi antiretroviral
yang minimum sehingga dapat menekan penyebaran virus
HIV dan mengurangi jumlah sel CD4* T yang terinfeksi, cara
ini dilakukan agar dapat meningkatkan masa hidup orang
yang terjangkit virus HIV tiap tahunnya. Model Preeti Dubey
dkk [1] yang digunakan pada penelitian ini melibatkan sel
CDA™T yang tidak terinfeksi, sel yang terinfeksi, virus HIV,
respon imun yang didapat yaitu cytotoxic T lymphocyte
(CTL) dan respon kekebalan tubuh (antibodi). Dengan
asumsi bahwa stimulasi diri dari CTL terjadi karena adanya
sel yang terinfeksi virus serta respon dalam menghadapi sel
terinfeksi dan stimulasi diri dari antibodi terjadi karena
adanya virus bebas. Selanjutnya, perilaku sistem akan
direpresentasikan dalam bentuk simulasi menggunakan
software MATLAB R2013a.

I1.DASAR TEORI

A.Human Immunodeficiency Virus (HIV)

Human Immunodeficiency Virus (HIV) adalah retrovirus
yang menginfeksi sel-sel CD4* T  yang normalnya
digunakan untuk pengenalan antigen tetapi digunakan untuk
pengikatan dan menyerang sistem kekebalan tubuh dengan
menghancurkan atau mengganggu  fungsinya. HIV



JURNAL SAINS DAN SENI ITS Vol. 7, No. 2 (2018), 2337-3520 (2301-928X Print)

merupakan agen penyebab AIDS, menyerang salah satu jenis
dari sel-sel darah putih yang bertugas menangkal infeksi. HIV
merupakan suatu virus yang didalamnya terdapat protein inti
yang dikelilingi 2 molekul RNA rantai tunggal, dan
melakukan replikasi menggunakan sel CD4* T sebagai alat
untuk memperbanyak diri dan menyebar ke seluruh tubuh
dengan mengandalkan enzim reverse transcriptase [6].

Sel ¢D4*T mempercepat produksi antibodi oleh sel B,
serta dapat menghasilkan zat-zat yang mengaktifkan sel T
sitotoksik dan sel-sel darah putih yang dikenal sebagai
makrofag. Sel-sel CD4*T ditargetkan oleh HIV sebagai
inang dan menghancurkannya dengan memicu sinyal yang
mengakibatkan kematian sel. Sel T sitotoksik terlibat dalam
penghancuran langsung sel-sel yang telah menjadi kanker
atau terinfeksi virus. Sel T sitotoksik mengandung butiran
(kantung yang berisi enzim pencernaan atau zat kimia
lainnya) sehingga mereka memanfaatkannya untuk
menyebabkan sel target pecah dalam proses yang disebut
apoptosis. Sel T menyerang jaringan organ asing saat organ
transplantasi diidentifikasi sebagai jaringan yang terinfeksi.
Respon sel sitotoksik menghambat replikasi virus dan
berperan penting dalam kontrol awal infeksi HIV dan
mengendalikan setpoint virus [7].

Antibodi adalah suatu glikoprotein yang dihasilkan oleh
sel B limfosit dan merupakan sistem pertahanan tubuh
melalui sistem kekebalan tubuh (imunitas) untuk membunuh
dan menetralisir zat-zat asing yang masuk ke dalam tubuh
yang dapat membahayakan tubuh, seperti bakteri, virus atau
zat kimia lainnya. Antibodi dapat menghentikan aktivitas
antigen yang merusak dengan cara mengikatkan antibodi
pada antigen sehingga permukaannya menjadi lebih mudah
menempel pada makrofag dan menjauhkan antigen tersebut
dari sel yang ingin dirusak. Antibodi juga mempersiapkan
antigen untuk dimakan oleh makrofag [8].

Pengobatan yang dapat dilakukan untuk penderita HIV
saat ini adalah menggunakan Terapi Antiretroviral (ART).
Terapi ini berupa obat HIV yang digunakan untuk mengatasi
infeksi HIV dengan cara menghambat HIV pada tahap siklus
hidupnya. Ada berbagai kelas obat HIV, setiap kelas
mempunyai cara yang berbeda untuk melawan HIV. Setiap
harinya, pasien HIV menggunakan kombinasi obat HIV
setidaknya 2 kelas obat HIV yang berbeda. Konsumsi rutin
dari obat-obatan HIV dapat membantu penderita HIV hidup
lebih lama dan lebih sehat [3].

B. Model Matematika

Model matematika dikonstruksi berdasarkan pada interaksi
antara sel CD4*T yang tidak terinfeksi x(t), sel CD4*T yang
terinfeksi y(t), virus v(t) dan kedua komponen dari respon
imun yang diperoleh yaitu sel sitotoksik (CTL) C(t) dan
antibodi A(t). Model persamaan differensial biasa lima
dimensi diberikan sebagai [1] :

A= w+rx (1—i)—w0x—ﬁ(1—nr)xv
Xm
y =B —n)xv — 8y — ki Cy
v =N&(1—np)y— 61v — k,Av ey
Q = a1y + 1, Cy — pyoC
A = pvA — oA
x(0) >0, y(0) =0, v(0) =0, €(0) =0, A(0)>0.
dengan nilai parameter sebagai berikut [1]:
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Tabel 1
Variabel Keadaan dan Nilai Parameter
Model Penyebaran Virus HIV
Variabel Keadaan
Variabel Keadaan Deskripsi
x Sel CD4*T yang tidak terinfeksi
y Sel CD4*T yang terinfeksi
v Virus Bebas
c Sel Sitotoksik
A Antibodi
Nilai Parameter
Parameter Deskripsi Nilai
w Masuknya sel yang tidak terinfeksi ~ 10/mm? hari
Wy Tingkat kematian sel yang tidak 0.055/hari
terinfeksi
8 Tingkat kematian sel yang terinfeksi ~ 0.2575/hari
6, Tingkat pembersihan virus 3/hari
B Tingkat infeksi 0.002mm3
/hari
Stimulasi sel sitotoksik akibat 3
a adanya sel yang terinfeksi 0.0205mm
1 /hari
™ Responsif sel sitotoksik 0.03mm?
/hari
U2 Responsif antibodi 0.01mm?
/hari
Uio Berkurangnya sel sitotoksik 0.755/hari
Uzo Berkurangnya antibodi 0.1 /hari
ky Tingkat keefektifan sel sitotoksik 0.05 mm?
/hari
k, Tingkat keefektifan antibodi 0.5 mm?
/hari
N Jumlah partikel virus 100 virus/sel
Jumlah maksimum sel CD4*T yang 3
X tidak terinfeksi 1500 /mm
r Tingkat pertumbuhan sel CD4*T 0.3 mm?®
/hari

C. Analisis Dinamika Penyebaran Virus HIV

Analisis dinamika model dilakukan untuk mengetahui
perilaku sistem pada model dinamik penyebaran virus HIV.
Pada penelitian ini akan dianalisis mengenai Kkestabilan di
sekitar titik kesetimbangan dan keterkontrolan sistem.

1) Titik Kestimbangan
Diberikan suatu persamaan differensial:

x() = f(x(®),  x(to) = xo (2)
dengan x(t) € R™, vektor x yang memenuhi f(x) = 0.
Definisi 1 [9]

Titik x € R™ disebut titik kesetimbang dari suatu sistem
jika f(x)=0.
2) Kestabilan Sistem

Matriks Jacobian J(f(x)) dapat digunakan untuk
mengidentifikasi sifat kestabilan sistem nonlinier disekitar
titik ekuilibrium X asalkan titik kesetimbangan tersebut
hiperbolik. Berikut diberikan definisi tentang matriks
jacobian dan titik kesetimbangan hiperbolik.
Definisi 2 [9]

Diberikan fungsi f = (fi, f2, --- , f) dengan f; €
CY(E),I =1,2,3,..,n,E € R" dan E himpunan terbuka.
Matriks
dinamakan matriks Jacobian dari f pada titik x



JURNAL SAINS DAN SENI ITS Vol. 7, No. 2 (2018), 2337-3520 (2301-928X Print)

0() A LM
/ 0xq 0x, 0xn \
| LX) 9,0 3f5(x) |
JF@) = | om  om T ox |
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Definisi 3 [9]

Titik kesetimbangan x dikatakan hiperbolik jika semua
nilai eigen matriks Jacobian J (f (¥)) mempunyai bagian real
tak nol.

Berikut diberikan definisi mengenai sifat kestabilan suatu
sistem nonlinier yang ditinjau dari nilai eigen matriks
Jacobian.

Definisi 4 [9]
Suatu titik kesetimbangan X pada sistem persamaan
diferensial x = f(x) dikatakan
1. Stabil, jika semua nilai eigen matriks Jacobian
J(f (X)) mempunyai bagian real negatif,
2. Tidak stabil, jika ada nilai eigen matriks Jacobian
J(f (X)) mempunyai bagian real positif.

Dalam beberapa permasalahan tertentu kestabilan dari titik
setimbang tidak dapat diamati karena tanda bagian real dari
nilai eigen tidak mudah ditentukan. Oleh karena itu
dibutuhkan metode yang dapat digunakan untuk menentukan
tanda bagian real dari akar-akar persamaan karakteristik
tanpa mencari akar-akar persamaan karakteristik terlebih
dahulu. Salah satu metode yang dapat digunakan adalah
kriteria Routh-Hurwitz.

Teorema 5 [10] :

Diberikan persamaan karakteristik

q(s) = ays" +a,_s" 1+ -+ a5+ a
Kemudian disusun tabel sebagai berikut:

a, #0

s™ an an—2 An—4
st ap-1 Apz  An-s
s"2| by b, bs
s"3 G &) C3
sl q

dimana by, by, ..., ¢4, 5, ... dan g secara rekursif didapat dari:
b1 — n-1an-27Aandn-3 ' bz — n-1Gn-4=Adndn-5 .

an-1 an-1

_ bian_z—byan_1 _ bian_s—bzan_1
- by 2= by

1. Jika banyaknya perubahan tanda dalam kolom pertama

pada tabel diatas maka sistem tidak stabil.

2. Jika pada kolom pertama dalam tabel tidak ada
perubahan tanda (semuanya bertanda positif atau
semuanya bertanda negatif), maka semua akar
polinomial q(s) bagian realnya adalah tak positif dan
sistem bersifat stabil.

C1

3) Keterkontrolan Sistem

Analisis Keterkontrolan sistem sangat perlu dilakukan
karena pada dasarnya untuk memperoleh solusi dari suatu
permasalahan kontrol optimal haruslah sistem tersebut dapat
dikontrol jika tidak maka kontrol optimal tidak akan
didapatkan.
Teorema 6 [10] :
Jika terdapat persamaan matriks state sebagai berikut:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
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y() = Cx(t)
Maka syarat perlu dan cukup sistem terkontrol adalah:
M. = [B| AB | A®B| ...|A"'B]
Mempunyai rank sama dengan n.

D.Kendali Optimal

Pada umumnya masalah kontrol optimal bertujuan untuk
mencari kontrol u(t) yang akan diproses dalam sistem
dinamik dan dapat mengoptimalkan indeks performansi [11].
Adapun masalah formulasi kendali optimal terdiri dari:

1. Mendeskripsikan secara matematis dari model (dalam
bentuk variabel state).
2. Menentukan fungsi objektif (performance index).
3. Menentukan kendala dan kondisi batas yang harus di
penuhi.
Fungsi objektif (performance index) dapat diformulasikan
sebagai berikut :
tr

J=5S(x(t). t) + f V(x(t),u(t), t)dt 3)
t

dengan kendala: ’

x(t) = fx(),u(®),t) (4)

dan kondisi batas x(to) = x, dan x(t;) = xs, to dan t;

masing-masing adalah waktu awal dan akhir. S,V,dan f

adalah fungsi skalar.

Serta kontrol u*(t) merupakan kontrol optimal, jika
disubstitusikan ke dalam sistem (4) akan memperoleh
keadaan yang optimal x*(t) dan pada saat yang sama juga
dapat mengoptimalkan indeks performansi (3).

E. Prinsip Maksimum Pontryagin

Prinsip Maksimum Pontryagin adalah metode untuk
memperoleh penyelesaian kendali optimal. Secara umum
langkah-langkah penyelesaian kendali optimal dapat
diuraikan sebagai berikut [11]:

1. Bentuk fungsi Pontryaginnya (Hamilton)
H (x(®),u(®), g(£), t)
=Vx@®),u®),t) + g fx@®),u®),t) (5)

2. Maksimumkan H terhadap semua vektor kendali u(t)
0H
P (6)
dan diperoleh,
ux(t) = h(x"(®), g"(0,1) @)

3. Gunakan hasil dari langkah 2 ke dalam langkah 1 dan
tentukan H* yang optimal

H*(x™ (), h(x"(0), g7 (0),£) , g(©), )

= h(x*(t), g"(©), ) ®
4. Selesaikan persamaan state dan costate
)=+ dan g (t) = +2 ©)

dengan kondisi awal x, dan kondisi transversality.
Kondisi batas transversality dibedakan menjadi lima tipe
berdasarkan perbedaan antara t; dan state pada waktu
dan akhir x(t;), antara lain:
e Waktu akhir dan state saat waktu akhir telah
ditentukan atau diketahui
x(ty) = xg , x(tf) = Xr
e Waktu akhir belum ditentukan atau tidak diketahui
dan state saat waktu akhir telah ditentukan atau
diketahui

x(to) = xo, x(tr) = xf, (H* +%)tf



JURNAL SAINS DAN SENI ITS Vol. 7, No. 2 (2018), 2337-3520 (2301-928X Print)

e Waktu akhir telah ditentukan atau diketahui
sedangkan state saat waktu akhir belum diketahui
atau ditentukan

x(to) =x,, g°(t7) = (%)*tf

e Waktu akhir belum ditentukan dan state saat akhir
belum ditentukan, serta nilainya bergantung pada
sesuatu

x(to) = xo0, x(t;) = ¢(tr)

o+ S <aS) ‘©)
5t 3c).~ 9 1)
tf
e Waktu akhir belum ditentukan dan state akhir belum

ditentukan, tapi nilainya tidak bergantung pada
sesuatu

yx(to) 6= Xo 5
s s
(#2), ~o0.(&) - 50) o

5. Untuk memperoleh kendali optimal, substitusikan solusi
x*(t), g*(t) dari langkah 4 ke dalam ekspresi optimal
u* kendali pada langkah 2.

=0

I1l. METODOLOGI PENELITIAN

Langkah-langkah  analisis yang akan dilakukan
berdasarkan tujuan dalam penelitian ini adalah sebagai
berikut:

1. Model penyebaran virus HIV.
2. Analisis sistem model penyebaran virus HIV.
a. Mencari titik setimbang dari sistem model
penyebaran virus HIV.
. Melakukan linearisasi dengan matriks jacobi
c. Menganalisis kestabilan sistem di sekitar titik
setimbang.
d. Menganalisis keterkontrolan.
3. Menyusun fungsi tujuan dan memperoleh kendali
optimal menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin.
4. Melakukan simulasi menggunakan MATLAB 2013a.
a. Menganalisis hasil simulasi sebelum diberi kontrol
b. Menganalisis hasil simulasi setelah diberi kontrol
¢.  Menarik kesimpulan dari hasil simulasi.
5. Menarik kesimpulan dari hasil penelitian yang telah
diperoleh

IV. HASIL DAN PEMBAHASAN

A.Model Penyebaran Virus HIV

Model matematika dikonstruksi berdasarkan pada interaksi
antara sel CD4* T yang tidak terinfeksi x(t), sel CD4* T yang
terinfeksi y(t), virus v(t) dan kedua komponen dari respon
imun yang diperoleh yaitu sel sitotoksik (CTL) C(t) dan
antibodi A(t). Dengan mengasumsikan bahwa penyebaran
virus terjadi dalam tubuh, sel sitotoksik terstimulasi karena
adanya sel yang terinfeksi virus pada tingkat a, serta respon
dalam menghadapi sel terinfeksi pada tingkat x; dan antibodi
terstimulasi karena adanya virus bebas pada tingkat p,.
Dalam model penyebaran virus HIV tersebut terdapat
beberapa hal yang dapat menambah jumlah sel CD4*T tidak
terinfeksi yaitu masuknya sel CD4*T pada tingkat w dan

perkembangbiakan sel pada tingkat rx (1 —xi) Dan
jumlah sel CD4*T tidak terinfeksi dapat berkurang karena
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kematian pada tingkat w, dan terinfeksi virus (8xv) dengan
tingkat infeksi g adalah konstan, sehingga dapat menambah
jumlah sel CD4*T tidak terinfeksi. Jumlah sel CD4*T
terinfeksi dapat berkurang karena keefektifan sel sitotoksik
dalam membunuh sel CD4*T terinfeksi pada tingkat k; dan
matinya sel pada tingkat &,, yang akan menghasilkan virus
baru pada tingkat N&,y melalui proses lisis. Jumlah virus
bebas dapat berkurang karena keefektifan antibodi dalam
membunuh virus pada tingkat k, dan kematian pada tingkat
6;. Jumlah sel sitotoksik dan antibodi dapat berkurang karena
habisnya sel sitotoksik pada tingkat u,, dan habisnya
antibodi pada tingkat 1.

Dengan menggabungkan semua permasalahan yang dapat
menyebabkan penyebaran virus HIV terjadi, didapatkan hasil
persamaan yang disebut dengan model Preety Dubey dkk
dengan persamaan sebagai berikut [1]:

X
X=w+rx (1—x—)—w0x—,8(1—nr)xv (10)
m
y=BA —n)xv =8y —k,Cy (11)
(4? = a1y + i Cy — pyoC (13)
A = pvA — oA (14)

x(0) >0, y(0) =0, v(0)=0, C(0) =0, A(0) = 0.
B. Analisis Sistem Model Penyebaran Virus HIV

Keadaan setimbang merupakan kondisi dimana perubahan
jumlah populasi sepanjang waktu adalah 0. Berdasarkan
Definisi (1), model penyebaran virus HIV dikatakan
setimbang jika x =y = v = C = A = 0 sehingga

diperoleh tiga titik setimbang yaitu:

a. Titik setimbang non endemik, E,(x,, 0,0,0,0)

Eq (’;—T: [(r — w) + J:lx +(r - wo)z] , 0,0,0,0)
b. Titik setimbang bebas imun, E; (x*,y*, v*,0,0)

5,
& (ﬂN(l S A=)’
5

1
6?(“’ T oA =)

=t H )
X \BN(1 —n,)(1 —7p) ' 6y o
8,

BN —n.)(1 —np)
_ L( S )2> 0,0 0)
Xm .BN(l - nr)(l - UP) T

Setelah diperoleh titik setimbang dari sistem dinamik
model penyebaran virus HIV, langkah selanjutnya adalah
menganalisis kestabilan dari sistem tersebut. Berdasarkan
persamaan (10) — (14) terlihat bahwa model matematika
penyebaran virus HIV merupakan sistem PD autonomous
yang tak linear, maka untuk mendapatkan kestabilan akan
dilakukan linierisasi dengan menggunakan matriks Jacobi.

Persamaan (10) — (14) dapat dinyatakan sebagai fungsi dari
variabel x,y, v, C dan A, sehingga persamaan tersebut dapat
dinyatakan secara umum sebagai berikut :

X=w+rx (1 - xi) —wex — B —n)xv = fi(x,y,v,C,A) (15)

m

+ (r — wg)

y =80 —n)xv— 6y — ki Cy = fo(x,y,v,C, A) (16)
1'{ =NG&,(1 —np)y — 6,v — k,Av = f5(x,y,v,C, A) a7
C:: a1y+:ulcy_:u10C :f4(x,}’rV,C,A) (18)
A = pvA — upoA = fs(x,y,v,C, A) (19)
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c. Titik setimbang endemik, E,(x,y , 7, C, A)

Ezl

’;—';[(r-mo-m-m(%))

my + /my? + 4my my
Mo~ 5.

2my Hao

4 2
Jﬂ/é“’ + (r —wp—B1—n,) (’%")) J

2my

my + /my? + 4my my \
N&o(1— o 2my -5
U2N8o (1 —1np) > 120 |
@+ 1 mz+\/m2 + 4m; my |
my + /my? + 4my my A 2my
2my ky w20
)l

berdasarkan Definisi (2), maka matriks Jacobian dari
persamaan (6) — (10) adalah:

—Z; 0 -l —nJx O 0
B —n)v —Z, Bl-n)x —ky 0 \
7= 0 N&,(1—np) —Z, 0 —kyv |
0 a; +p € 0 —Z, 0
0 0 1A 0 —Zs
dengan Zl Z’ZCT_X‘I'U)O +ﬁ(1 —T)r)v—T, ZZ = 60 +k1C,
Z3 =61 + ka4, Zy = o — H1Y, Zs = lpg — UaV.
1) Kestabilan  lokal titik setimbang non endemik
Ey(x4,0,0,0,0)
—Z 0 B —n)xqa 0 0
0 —6p B —n)xg 0 0
J(Ep) = 0 N&(1—np) =01 0 0
0 aq 0 —Hio 0
0 0 0 0 —Hz20
dengan Z, = zxrﬁ + wy — .

Persamaan karakteristik dari matriks Jacobian tersebut
dapat dicari dengan menggunakan |AI — J(E,)| = 0, sehingga
diperoleh :

A+ p20) A+ p10) A+ Z)(A* +bA+c) =0

dengan b = 8, + 6, dan ¢ = §,6; — BxoNS&(1 —np)(1 —1n,)
dan diperoleh nilai eigen dari matriks j(E,) adalah

A =~z

Ay = —lo
13 = _Zl = - (sza + (1)0 - T') dan
—b + b7 — dac
45 = T 5
’ 2a

~(B0 + 80 £ [(Bo+ 87 — (808, — BxNo(1 = 1) (1 = 7,)

2
Berdasarkan Definisi 4, dapat dilihat dari persamaan
karakteristik tersebut bahwa nilai eigen 1,,1,,15,4, <0
karena semua parameter bernilai positif dan A; < 0 jika
ﬁxaN(l—;p)(l—nr) <1
1
Jadi dapat disimpulkan bahwa titik setimbang non endemik

BxaNQ-np)A1r) 1 gtay dapat ditulis R, < 1. Hal

1
ini merepresentasikan bahwa pada awal infeksi jika R, < 1

(jumlah infeksi baru rata-rata kurang dari 1) maka infeksi

stabil jika

my ++/my% +4m; m 'E'
Ka1+ﬂ1 2 2 1 3/

A4l

tidak akan meningkat dan sistem akan menjadi bebas
penyakit.
bebas  imun

2) Kestabilan  lokal titik

E (x*,y*,v",0,0)

setimbang

—Z; 0 —B(1 —n)x* 0 0
(ﬁ(l - )V =&, B —nJx" —kyy” 0 \
J(E) = 0 N&,(1—mnp) —6; 0 —k,v*
0 a 0 —Z, 0
0 0 0 0 —Z3

dengan Z, = in +wy+BA =1 v =71

Zy = o — MY, Z3 = Uao — V"

Persamaan Kkarakteristik dari matriks Jacobian tersebut
dapat dicari dengan menggunakan |AI — J(E,)| = 0, sehingga
diperoleh :

A+Z) A+ By + 2ny, + Ang+n,) =0

dengan

n=2,+6,+6;+72,

Ny, =2Z,(Z; + 8+ 6,) +Z6+ 6:(Z, +6y) + kiy'a, —
Bx*N&,(1 —np)(1 —1,)

ny = Zp(Z160 + 8:(Z1 + 8p) — Bx*N&(1 —np)(1 —
nr)) + ,Bx*Né‘O(l - UP)(l - nr)(ﬁ(l - nr)v* -
Zy) + kyy ay(Zy + 61) + 21606,

ng = 22(215051 + Bx*N&o(1 —np)(1 —n)(F(1 —
NV —Zy)) + kyy @, 2,8,

Berdasarkan Definisi 4, dapat dilihat dari persamaan
karakteristik tersebut bahwa nilai eigen 4, < 0 dengan syarat
U v* < pyo.  Selanjutnya akan dicari  kestabilan dari
persamaan (4* + A3n; + A%n, + Ans + n,) = 0 menggunakan
kriteria Routh-Hurwitz.

Perhitungan kriteria Routh-Hurwitz

s* 1 n, ng, 0 0
s3 n, N3 0 0
n1n2 - Tl3

52 e Ny 0

ny

22

nmn;n; — N3 ny Ny
st 0
nmn,; — ns

s N,

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, persamaan (1* +
ABny +2%n, + Ang +n,) =0 stabil jika ng,n, >0
nyn, > ng dan n;n,ng > ng? + nyln,.

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa titik
setimbang bebas imun stabil jika u,v* < pyo, ny,n, >0,
nn, >n; dan  nn,ng >ng? +ny%n,. Hal o ini
merepresentasikan bahwa dengan tidak adanya respon imun,
infeksi berlanjut di zona endemik dalam keadaan stabil di
bawah kondisi u,v* < py9, ny,ny >0, nyn, >n; dan
ninyng > n3? + ny%n,.

3) Kestabilan lokal titik setimbang endemik E, (x, )
—Z 0 -f1-n)x 0 0
| ﬂ(l - 771“)‘|7 _ZZ ﬁ(l - r]r))Z _kly 0 \
JE, = 0 N&,(1 —np) —Zs 0 —k,U
\ 0 a +u,C 0 0 )
0 0 U A 0 0
j::x+a)o+/>’(1—nr)17—r, Zy =80+ kyC,

Z3 =6, + k)4, Zy = Ui — WY
Persamaan karakteristik dari matriks Jacobian tersebut

dapat dicari dengan menggunakan |AI — JE,| = 0, sehingga

diperoleh :

A5+ sy + B35, + 353+ As, +55) =0

dengan Z, =

(20)
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dengan

Si=21+Z,+Z;+ 27,

Sy =Z4(Z1+Zy + 7))+ 7,2, +Z5(Z, + Z,) + ki y(a, +
i C) — BxNGo(1 —np)(1 —n,) + kU, A

S3 = Z4(lez +Z4y(Z1 + Z,) — BXNS (1 —np)(1 — ﬂr))
+BENS,(1 = 1p) (1 =) (B = 0,08 = Z1)
+k1)7(a’1_+ wC)(Zy + Z3) + 212375
+he, DU, A(Zy + Zy + Z,)

54 = Z4(212525 + BINS,(1 = 1p) (A = 1,) (B(L = 1,)7 = Z1))
+kyy(a, + mC)Z1Z3 _
+k217#2A£Z1Z4 +Z1Zy + 232, + kiy(as +p,0))

S5 = Z1koUppa A(ZyZ4 + kyy(ay + 1y C))

Akan dicari kestabilan dari persamaan (20) menggunakan
kriteria Routh-Hurwitz.

Perhitungan kriteria Routh-Hurwitz dari persamaan (20)

s 1 Sy Sa 0 0 0
s* 51 S5 Ss 0 0
$152 — S3 $154¢ = S5
s® _— e 0 0
S1 S1

$1S283 — S3% — $1254 + 5155
s Ss 0
$152 = S3

st (5184 = s5) _ S5(5152 — 53)°

.2 _g.2
S1 51(515253 = $3% — 51254 + 515)

Berdasarkan kritersia Routh-Hurwitz, persamaan (20) stabil
jika sy, s5 > 0, 5.5, > S3,5,5,53 + 5155 > 5128, + 532, dan
5184 > S + 55(515, — S3)2.
Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa titik setimbang
endemik stabil jika s;,s5 > 0, s;5, > S3, 55,53 + 5,55 >
5125, + 532, dan  s;s, > sc + s5(sy5, — s3)%. Hal ini
merepresentasikan bahwa jumlah sel-sel CD4*T yang tidak
terinfeksi dengan adanya respon imun lebih besar daripada
tidak adanya respon imun. Begitu juga dengan sel CD4*T
yang tidak terinfeksi dalam kasus titik setimbang bebas virus
ketika tidak ada infeksi di dalam tubuh.

Selanjutnya, akan dilakukan analisis keterkontrolan,
dengan matriks 4 diperoleh dari sistem yang telah dilinierkan
menggunakan matriks Jacobi yaitu

-7, 0 —B(1 —n)x 0 0
1B =n)v -Z, BA=n)x —kyy 0
A= 0 N&o(1—1p) —Z3 0 —kyv
0 aq + l,llc 0 _Z4 0
0 0 ﬂzA 0 _ZS

dengan

2rx
Zy =x_+w0 +BA—nJv—r

m

Zy, =8y + kqC,
Zy =8, + kyA
Zy = U1 — 1Y
Zs = [zo — UpV
dan matriks B diperoleh:
Bxv 0
[—,va 0 ]
B=| o —N60y|
[ o o |
L o o |

Berdasarkan Teorema 6 dapat disusun matriks keterkontrolan
(M,) sebagai berikut :

(M,) = (BIAB|AB|47B|A"B)
dan diperoleh matriks M, keterkontrolan seperti berikut :

Bxv 0 G C¢gdy dyjer e fi f

—Bxv 0 €3 —Cld; dyles elfs f
Mc=| 0 —N&y|C+ ©Cs|ds deles es|fs fo
| 0 0 ¢ 0 (d, dgles es|fy fgl
l 0 0 0 ¢ ldy dyples el f, flOJ
dimana,
c1 = —Z1(Bxv)

¢, = Bx(1 —n)NG&oy
cs = (B —n)v + Z,)(Bxv)
¢4 = —=N&o(1 —np)Bxv
cs = Z3Néoy
€6 = —(a; + y, O)pxv
¢; = —UANGyy
dy =—Zycy — px(1 =1, )cy
dy = —Z1c; — Bx(1 —n,)cs
d; = pv(1 —n,)e1—Zpc5 + Bx(1 —np)cy — kyyce
dy = (Bv(1 —n,)+Z3)c; + Bx(1 — 1, )cs
ds = N&o(1 —np)cs — Z3¢,
de = —NG&o(1 —np)c, — Zzc5 — kv
d; = (ay + U C)c3—Z ¢
dg = —(ay + 11 O)c,
do = ppAc,
dyo = UpAcs — Zscy
e; = —Zydy — Px(1 —n,)ds
e; = —Zydy — Bx(1 —n,)dg
ez = pv(1 —n,)dy—Z,d; + Bx(1 — n,.)ds — kyyd;
ey = (1 —n,)dy—Z,ds + x(1 — 1, )de — k1ydg
es = N8y (1 —np)d; — Z3ds — kyvdy
e = N6o(1 —np)dy — Z3dg — kpvdy,
e; = (ay + p,0)ds—2Z,d,
eg = (@ + u 0)dy—2Z,dg
€9 = UpAds — Zsdy
e10 = UAdg — Zsdy,
fi=—Zie; — fx(1 —1n,)es
fo=—Z1e; — Bx(1 —n,)eg
fz=pBv(l —n)e;—Zes + fx(1 —n,)es — kiye;
fa = Bv(L —n,)e;—Zyes + fx(1 — 1, )es — kyyeg
fs = N6o(1 —nple; — Zzes — kpveg
foe = NG&o(1 —nples — Zzeq — kyveqq
fr = (ay + wC)ez—Z,e,
fo = (ay + p0)es—Zyeq
fo = uzAes — Zseq
fio = UoAes — Zseqg
Dengan didapatkannya matriks keterkontrolan diatas dapat
diamati bahwa rank M, =5, dengan demikian sistem
dinamik dari penyebaran penyakit HIV bersifat terkontrol.

C. Kontrol Optimal Penyebaran Virus HIV

Teori kontrol optimal akan digunakan untuk menganalisis
perilaku model penyebaran virus HIV setelah diberi kontrol
(terapi antiretroviral). Masalah kontrol optimal untuk
penyebaran virus HIV adalah menentukan fungsi kontrol
yang optimal sedemikian sehingga jumlah sel CD4*T
meningkat. Didefinisikan fungsi tujuan sebagai berikut:

tf 2 2
J(nm,) = f <x(t) +C)+A) — <Bl;7r + Bz;]p )) dt
to

Konstanta positif B; dan B, merupakan parameter bobot
yang dikenakan pada kontrol, dan dimana kontrol 7,
mewakili efisiensi terapi obat RTI dalam menghambat infeksi
baru. Kontrol n, mewakili efisiensi terapi obat Pl dalam

Jika Ny, = 1

menghambat produksi virus.
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penghambatannya 100% efektif namun ketika Ny, = 0

penghambatannya tidak ada. Tujuan dari penyelesaian
kontrol optimal pada penelitian ini adalah untuk
meningkatkan jumlah sel CD4*T x(t), sel sitotoksik C(t),
dan antibodi A(t) dengan meminimalkan biaya pengobatan
terapi antiretroviral. Dengan demikian masalah kontrol
optimal dapat dituliskan sebagai berikut:

](nr*'np*) = max ](nr'np)
Selanjutnya akan diperoleh kontrol optimal menggunakan
Prinsip Maksimum Pontryagin dengan langkah-langkah
sebagai berikut:
1. Bentuk fungsi Hamiltonian

2 2
H = x(t) + C(t) + A(t) — (Bl'“ 4 Beo )

2 2
+9: (a) +rx (1 _xi) —wex — (1 — Ur)xv)

m
+9.(B(1 —n)xv — oy — k1 Cy)
+93(N6o(1 —1np)y — 81v — kyAv)
+94(a1y + 1 Cy — u10C) + gs(uavA — pp04)  (21)
2. Menentukan kondisi stasioner dari persamaan (21) untuk
mendapatkan persamaan kontrol optimal, dan diperoleh

a 7, = —”’""(Zi‘gz) (22)

Karena batasan nilai n,- adalah 0 <7, < 1, maka
diperoleh beberapa kemungkinan hasil yang di dapat

yaitu
Xv - Xv -
(Bxv(g 92)' jika0<ﬁ (9= 92) _
| B, B,
XU —
Ur{ 0, jika Bxv(g: — g2) <0
B,
XU —
|L 1, jika Bxv(g: — g2) >1
B,
Dari  beberapa kemungkinan diatas, maka

pengontrol yang optimal adalah
. { { .va(g1_gz)} }
7, = minymax O,B— ,1
1

—-N&
b. np= % (23)

Karena batasan nilai n,, adalah 0 <7, < 1, maka
diperoleh beberapa kemungkinan hasil yang di dapat

yaitu
—Né,ygs .. —Né6yy g3
(T, ]lka 0< T <1
—N§
n,,é o jika N% g
B,
—N§
| 1 ke e,
B,
Dari  beberapa kemungkinan diatas, maka
pengontrol yang optimal adalah
. —Né6y g3
np = minymax O'T ,1
2

3. Menentukan H* yang optimal
Dengan mensubtitusikan persamaan (22) dan (23) ke
dalam persamaan (21) sehingga diperoleh:
H =x(t)+C(t) +A(t)

~ ((/f’xv(gl - 9,)’ . (N6oygs)2>

2B, 2B,

A43

x
+91 (w +rx (1 ——) — WX
xm

_B (1 _ Bxv(g, — 92)) xv)
B,

xXv -
+g, <[>’ (1 — W) xXv —8yy — ley>
1
NGoygs
B

+9; (N(SO (1 + )y— 6,v —szv)
2
+ga(a1y + 11Cy — u10C) + gs(UvA — pp0d)  (24)
4. Menyelesaikan persamaan state dan costate untuk
memperoleh sistem yang optimal
a. Persamaan State

oM o+ (1->) Bxv(1—n,)
=w+rx —— ) —wyx — Bxv(1 —
agl xm 0 nr
o = @1 )— 6 k.C
99 = Bxv Nr oY 1LY
oH*
—_—= N60y(1 - np) — 6v —k,Av
093
oH*
994 = a1y + 1 Cy — pyoC
oH" B " 2
995 = UV Uzo
b. Persamaan costate
dg,  OH"
at  ox )
X

=- (1 + (T - H - wo)gl - Bv(gs —g2)(1 - Ur))
dg,  OH"
at  dy

= _(N5093(1 = 1) — (6 + k10) g,

+ (a; + #1C)94)

dgs  OH®
at v

=—(=pv(g1 — 92)(A — ;) — (8, + kA) g5

+ 1Ags)

99,  OH"
at  ac

=—-(1-kiyg: + (1Y — 110)94)
dgs OH"
at 94

= —(1—kyvgs + (v — Up0)Fs)
D.Hasil Simulasi

Pada sub bab ini akan dianalisis mengenai hasil simulasi
yang membandingkan dinamika masing masing populasi
sebelum dan setelah pemberian kendali optimal ke dalam
sistem dengan model penyebaran virus HIV yang ditunjukkan
melalui grafik, dengan menginputkan nilai nilai parameter
yang disajikan dalam Tabel 1. Dengan menggunakan ODE45
pada MATLAB2013a, akan ditunjukkan kondisi sistem
model penyebaran virus HIV sebelum dan setelah pemberian
kendali optimal dalam grafik, dengan nilai awal x(t) = 50,
y() =3, v(t) =50, C(t) = 20,dan A(t) = 30
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Gambar 1. Populasi sel CD4*T tidak terinfeksi x(t)

Figure 2
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Gambar 2. Populasi sel CD4*T terinfeksi y(t)
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Gambar 3. Populasi virus HIV v(t)

Figure 4
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Gambar 4. Populasi sel sitotoksik C(t)

Gambar 5. Populasi Antibodi A(t)

Untuk simulasi ini, akan digunakan nilai parameter yang
diberikan pada Tabel 1. Grafik dari simulasi model
penyebaran virus HIV yang diberikan seperti gambar diatas
dapat membantu membandingkan sel yang tidak terinfeksi,
sel yang terinfeksi, virus HIV, sel sitotoksik dan antibodi
sebelum dan sesudah pemberian kontrol berupa obat
antiretroviral.

Gambar 1 menunjukkan bahwa setelah pemberian kontrol,
populasi sel CD4*T tidak terinfeksi tumbuh secara signifikan
hingga 20% yang meningkatkan kualitas hidup pasien. Pada
Gambar 2, jumlah sel CD4*T yang terinfeksi pada waktu
akhir tf = 20 (hari) adalah 0,005 dalam kasus dengan kontrol
dan 18,45 tanpa kontrol, dan total kasus dalam memblokir
infeksi baru pada akhir program kontrol adalah 18,445 , maka
efisiensi terapi obat dalam memblokir infeksi baru adalah
99%. Gambar 3 menunjukkan bahwa setelah diberi kontrol,
virus HIV menurun ke nol. Jumlah virus bebas dengan
kontrol pada waktu akhir adalah 0 dan tanpa kontrol
berjumlah 8,1, dan jumlah total dalam memblokir produksi
virus pada akhir program kontrol adalah 8,1, maka efisiensi
terapi obat dalam menghambat produksi virus bebas 100%.
Gambar 4 dan 5 menunjukkan bahwa respon imun yaitu sel
sitotoksik dan antibodi ketika ada peningkatan infeksi maka
akan diikuti oleh peningkatan respon imun, yang kemudian
berfungsi untuk menghilangkan infeksi dengan membunuh
sel yang terinfeksi dan virus dalam tubuh. Begitu infeksinya
rendah, respon imun tidak diperlukan pada level yang tinggi
dan inilah mengapa respon imun ikut turun.

Gambar 6 dan 7 yang diberikan dibawah ini menunjukkan
kontrol optimal 7, dan n,, dalam memblokir infeksi baru dan
menghambat produksi virus.

Figure - u] X
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help 'l
DESES | KAKDDEL- S| 0D

Kontrol (u1)

045

=

hari

Gambar 6. Kontrol 7, (t)
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Gambar 7. Kontrol 7, (t)

V.KESIMPULAN

Dari hasil pembahasan yang telah disajikan pada bab
sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa:
1. Sistem dinamik pada model penyebaran virus HIV
diperoleh 3 titik kesetimbangan yaitu:
a. Titik setimbang non endemik E,(x,, 0,0,0,0), stabil
asimtotis lokal jika R, = %j)(l_"’) <1
b. Titik setimbang non endemik E,(x*,y*, v*,0,0),
stabil asimtotis lokal jika p,v* < p,, nq,mny >0,
nin, > ns dan nynyns > ns? + ny’ny,
c. Titik setimbang non endemik E, (%, ¥, 7, C, A), stabil
asimtotis lokal jika s;,ss > 0, 515, > 53, 515,53 +
5155 > 5:%5, + 532, dan 5,5, > S5 + 55(515, —
s3)2.
2. Kendali optimal yang diperoleh pada upaya
pemaksimalan atau peningkatan jumlah sel CD4*T
dengan menerapkan Prinsip Maksimum Pontryagin

didapat pengendali berupa obat antiretroviral yaitu RTI

(1) yang akan optimal jika nilai 7, = W dan
1

—N8oyg3

2
3. Hasil simulasi sistem awal setelah pemberian kontrol dari

model penyebaran virus HIV menunjukkan bahwa, populasi
CD4*T tumbuh secara signifikan yang dapat meningkatkan
kualitas hidup pasien, populasi sel CD4*T yang terinfeksi

Pl (n,) yang akan optimal jika nilai n,, =

A45

dapat turun hingga 18,445 yang berarti efisiensi terapi obat
dalam memblokir infeksi baru adalah 99%, jumlah virus
bebas dapat turun hingga 8,1 yang berarti efisiensi terapi obat
dalam menghambat produksi virus bebas 100%, serta respon
imun yaitu sel sitotoksik dan antibodi juga ikut turun
mendekati nol mengikuti sel yang terinfeksi dan virus dalam
tubuh. Hasil simulasi sistem awal setelah pemberian kontrol
dari model penyebaran virus HIV menunjukkan bahwa,
populasi CD4*T tumbuh secara signifikan yang dapat
meningkatkan kualitas hidup pasien, populasi sel CD4*T
yang terinfeksi dapat turun hingga 18,445 yang berarti
efisiensi terapi obat dalam memblokir infeksi baru adalah
99%, jumlah virus bebas dapat turun hingga 8,1 yang berarti
efisiensi terapi obat dalam menghambat produksi virus bebas
100%, serta respon imun yaitu sel sitotoksik dan antibodi juga
ikut turun mendekati nol mengikuti sel yang terinfeksi dan
virus dalam tubuh.
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