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Abstrak—Demam berdarah adalah salah satu masalah
kesehatan yang utama pada beberapa provinsi di Indonesia,
salah satunya adalah provinsi Sulawesi Selatan. Penyebaran
penyakit demam berdarah akan meningkat ketika musim hujan
dikarenakan nyamuk Aedes Aegypti sebagai vektor penyebaran
penyakit utamanya akan bertelur dan menetaskan telurnya
pada genangan air sehingga menjadi jentik larva. Sebelumnya
telah dilakukan penelitian mengenai model dan analisa
penyebaran penyakit demam berdarah di Sulawesi Selatan.
Sehingga dilakukan pengendalian penyebaran penyakit demam
berdarah dengan pemberian kontrol berupa penyemprotan
insektisida dan pengobatan dengan tujuan mengurangi populasi
manusia yang terinfeksi. Pada penelitian ini dibahas mengenai
model penyebaran penyakit demam berdarah dengan kontrol,
titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik, dan analisa
sifat model. Kemudian dilakukan penyelesaian kontrol optimal
dengan menggunakan metode Prinsip Minimum Pontryagin.
Selanjutnya dilakukan penyelesaian solusi numerik dengan
metode Runge Kutta orde empat dengan bantuan software
MATLAB. Berdasarkan hasil analisis dan hasil simulasi
menunjukkan bahwa sistem stabil asimtotik pada titik
kesetimbangan endemik dan titik kesetimbangan bebas
penyakit, dan didapatkan menurunnya populasi manusia yang
terinfeksi penyakit demam berdarah dengan adanya pemberian
kontrol berupa penyemprotan insektisida dan pengobatan
dengan persentase penurunan sebesar 99% selama 12 bulan.

Kata Kunci—Demam Berdarah, Model Matematika, Kontrol
Optimal, Runge Kutta.

I. PENDAHULUAN

NDONESIA adalah negara yang memiliki iklim tropis dan

mempunyai kadar curah hujan yang tinggi. Oleh karena itu,

iklim di Indonesia dapat menyebabkan berbagai penyakit
tropis yang dapat disebabkan oleh nyamuk dan cukup
meresahkan masyarakat, salah satunya merupakan penyakit
demam berdarah. Demam berdarah adalah penyakit menular
yang diakibatkan oleh virus dengue yang ditularkan melalui
nyamuk Aedes Egypti sebagai vektor penyebaran penyakit
utamanya. Penyakit ini telah menyerang lebih dari 100 negara
termasuk Indonesia [1]. Penyakit demam berdarah
merupakan masalah kesehatan yang serius terutama pada
negara — negara beriklim tropis seperti Indonesia hal ini
dikarenakan penyebaran penyakit demam berdarah
dipengaruhi oleh iklim yang berakibat penyebaran penyakit
demam berdarah akan meningkat ketika musim hujan.

Kasus demam berdarah di Indonesia pada tahun 2019
tercatat sebanyak 138.127 kasus. Angka ini mengalami
peningkatan dibandingkan tahun 2018 sebanyak 65.602
kasus. Angka kematian akibat penyakit demam berdarah pada
tahun 2019 mengalami peningkatan yang signifikan jika
dibandingkan dengan tahun 2018 yaitu dari 467 menjadi 919
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Gambar 1. Diagram kompartemen model penyebaran penyakit demam
berdarah dengan kendali.

kematian [2]. Pada provinsi Sulawesi Selatan kasus demam
berdarah pada tahun 2019 terdapat sebanyak 3625 kasus hal
ini mengalami kenaikan dari tahun — tahun sebelumnya [2].
Provinsi Sulawesi Selatan merupakan daerah endemik untuk
penyakit demam berdarah [3].

Mengingat tinggi nya kasus yang ada dan tingkat
penyebaran yang tinggi di Sulawesi Selatan maka perlu
dilakukan kontrol terhadap penyebaran penyakit demam
berdarah. Memberantas nyamuk yang menjadi vektor
penyebaran pemyakit demam berdarah merupakan
pencegahan utama yang perlu di lakukan agar bisa
mengendalikan penyebaran penyakit demam berdarah [4].
Hal ini dapat dilakukan salah satunya dengan penyemprotan
insektisida atau fogging ke lingkungan rumah atau pun
daerah dimana tempat berkembangnya nyamuk schingga
dapat mengurangi populasi nyamuk terutama nyamuk Aedes
Aegypti [4]. Pengendalian penyebaran penyakit demam
berdarah juga dapat dilakukan dengan memberikan
pengobatan kepada pasien yang terinfeksi sehingga dapat
meningkatkan populasi yang sembuh dari penyakit demam
berdarah. Oleh karena itu berdasarkan permasalahan yang
ada diatas, maka pada penelitian ini akan membahas
mengenai kontrol optimal penyebaran penyakit demam
berdarah dengan pemberian kontrol berupa penyemprotan
insektisida dan pengobatan.

II. URAIAN MATERI
A. Model Penyebaran Penyakit Demam Berdarah

Model matematika ini dirumuskan pada penularan
penyakit demam berdarah dalam bentuk non linier sistem
persamaan diferensial biasa. Berikut ini adalah model
matematika untuk penyebaran penyakit demam berdarah [3].
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B. Titik Kesetimbangan

Umumnya pada kasus epidemiologi terdapat dua titik
kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan tanpa penyakit dan
titik kesetimbangan endemik. [5].

Definisi 2.2.1 [6]:

Diberikan  persamaan  differensial
x(t) = f(x(t)) dengan x(t) € R™ penyelesaian dengan
keadaan awal x(0) = x dinotasikan dengan x(t, x,).

1. Vektor X yang memenuhi f(x) =0 disebut suatu
titik setimbang.

C. Kestabilan

Jika titik (x,,y,) merupakan titik kesetimbangan yang
didapatkan dari suatu sistem persamaan diferensial maka
kestabilan dapat diperoleh melalui kajian titik setimbang
terhadap nilai eigen A, ,... ,A; yaitu sebagai berikut [7]:

1) Stabil apabila jika Re(4;) < 0 untuk semuai =1, ..., k.

Jika didapatkan nilai eigen berupa bilangan kompleks

dimana bagian realnya berupa Re(1;) < 0 untuk semua

i=1,..,k. Dan untuk semua A; dengan Re(};) =
0 dengan multiplisitas aljabarnya sama dengan
multiplisitas geometrinya.

2) Stabil asimtotik apabila jika Re(4;) < 0 untuk semua
i=1,..,k. Jika didapatkan nilai eigen berupa
bilangan kompleks dimana bagian realnya berupa
Re(1;) < Ountuk semuai =1, ..., k.

tingkat  satu

D. Keterkontrolan

Keterkontrolan sistem merupakan suatu kondisi dimana
sistem dapat dikontrol dari satu keadaan menjadi keadaan
lainnya sesuai dengan tujuan yang diinginkan. Misalkan
diberikan sistem linear kontinu

X =AX+BU (7)

Sistem linear dinamik, misalkan A € R"™ dikatakan
terkontrol apabila terdapat suatu matriks keterkontrolan

M= (B AB A2?B A" 1B) (8

mempunyai rank n [8].

E. Kontrol Optimal

Tujuan dari kontrol optimal adalah untuk memperoleh
bentuk kontrol yang dapat menyebabkan suatu sistem
memenuhi  beberapa konstrain fisik sehingga dapat
meminimumkan usaha atau memaksimumkan manfaat sesuai
dengan tujuan yang diinginkan [9]. Tahapan yang perlu
dilakukan untuk menyelesaikan permasalahan kontrol
optimal sebagai berikut :

1. Mendeskripsikan secara sistematis suatu model yang
secara umum dalam bentuk variabel state.

2.  Menentukan fungsi tujuan (performance index).

3. Menentukan kendala dan kondisi batas yang harus
dipenubhi.

F. Prinsip Minimum Pontryagin
Berikut ini adalah langkah-langkah dalan menyelesaikan
permasalahan kontrol optimal dengan prinsip ini [9]:

Langkah 1 adalah mendapatkan fungsi Pontryaginnya
(Hamiltonian)

H(x(t),u(®), A(t),t) = V(x(),u(t),A(t),t) +

A' () g (x(6),u(t), t) €))

Langkah 2 meminimumkan H terhadap semua variabel
kontrol u(t) dengan cara :

OH\ _
(%) =0
untuk mendapatkan u* = u*(x(t), A(t), t)

Langkah 3 dengan menggunakan hasil yang diperoleh dari
langkah 2 selanjutnya akan diperoleh fungsi Hamiltonian
(H™) yang optimal yaitu sebagai berikut :
H*(x*(t), h(x* (), 2 (), ), 2" (¢), t) = H*(x*(t), A*(t), )

Langkah 4 mendapatkan state dan costate

v©= () v
(I
#0=-(9),

Langkah 5 mensubtitusikan hasil x*(t),A*(t) yang telah
didapat ke dalam persamaan u*(t) pada langkah 2 sehingga
dapat diperoleh kontrol optimum.

G. Runge Kutta Orde Empat

Metode Runge Kutta adalah suatu metode numerik yang
dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai awal
atau masalah nilai batas baik pada persamaan differensial
linear ataupun persamaan differensial nonlinear [10]. Misal
diberikan persamaan diferensial adalah sebagai berikut

= ftxy) (12)

Dengan titik awal x(t) = x,y(t) =y, maka secara
iterasi penyelesaian Runge Kutta orde empat adalah sebagai
berikut [11] :

Xn+1 = Xp + %(klx + 2k2,x + 2k3,x + k4,x) (13)

dimana,

kl,x = hf(tn'xnr)’n) (14)
h k k

Ko = hf (ta 45,20 + 2,3, +2) (15)
h k k

Ko = hf (ta 45,20 + 2,3, +2) (16)

k4-,x = hf(tn +hx, + k3, yn + k3) (17)

h _ tf—to
n

(18)
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Tabel 1.
Nilai parameter model penyebaran penyakit demam berdarah
Parameter Nilai Parameter Nilai
Un 0.000046 a, 0.2
Bnb 0.750000 a, 0.1
Yh 0.328833 my 0.3
Uy 0.032300 m, 0.3
c 0.5 B,b 0.375000
0.25 6y 0.575000
Tabel 2.
Jumlah populasi manusia yang terinfeksi
Populasi Manusia Persentase
Terinfeksi Penurunan
Tanpa kontrol 157700
D k 1
engan ontro 1583 99%
Uy, Uy
5 .1pf Populasi manusia yang rentan terhadap penyakit
tanpa kontrol
— — —dengan kontrol
8.75
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Gambar 2. Grafik perubahan perbandingan populasi manusia rentan
sebelum dan sesudah diberikan kendali.

dimana h adalah panjang interval, t, dan t; adalah waktu
awal dan akhir.

III. ANALISIS DAN PEMBAHASAN

A. Model Penyebaran Penyakit Demam Berdarah dengan
Kontrol

Model kontrol optimal untuk penyebaran penyakit demam
berdarah dengan kontrol berupa pengobatan individu, dan
penyemprotan insektisida dapat digambarkan dengan
kompartemen model penyebaran penyakit demam berdarah
tertera pada Gambar 1.

Berdasarkan diagram kompartemen pada Gambar 1, model
matematika penyebaran penyakit demam berdarah dengan
kontrol dapat disajikan dalam sistem persamaan diferensial
sebagai berikut :

d b

Sn = Ny = (A= u) B2 LS, — Syt OpRy (19)

d b

o= 1= ul)%[vsh — tnlp = Ynln — cuzlp (20)
h

d

2 R = Valn + ctply, — ppRy + OpRy 21

d Byb

ESV = uw,N, — (1 - ul)N_Ith — WSy — aus S, (22)

h

d b

E[v = (1-uy) ljv_lhsv = ply, — auyl, (23)
h
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Gambar 3. Grafik perubahan perbandingan populasi manusia terinfeksi sebelum
dan sesudah diberikan kendali.
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Gambar 4. Grafik perubahan perbandingan populasi manusia sembuh sebelum
dan sesudah diberikan kendali.

dimana,

Sy : Jumlah manusia yang rentan terhadap penyakit

I, : Jumlah manusia yang terinfeksi demam berdarah

R, :Jumlah manusia yang sembuh dari demam berdarah

Ny, : Populasi dari manusia

S, 1 Jumlah nyamuk yang rentan terhadap penyakit

I, :Jumlah nyamuk yang terinfeksi terhadap penyakit

N, : P opulasi dari nyamuk

Un . Rate kematian dari manusia

b :jumlah rata-rata gigitan per nyamuk yang terinfeksi

yn : Rate kesembuhan dari manusia

Uy, : Rate kematian dari nyamuk

A : Tingkat perekrutan nyamuk

0, : Laju penurunan kekebalan manusia terhadap penyakit

¢ : Rate manusia sembuh karena pengobatan

a  : Rate insektisida

u; : Kontrol berupa penyemprotan insektisida

u, : Kontrol berupa pengobatan terhadap manusia yang
terinfeksi

Brn : Probabilitas penyebaran penyakit dari nyamuk ke
manusia

B, : Probabilitas penyebaran penyakit dari manusia ke

nyamuk
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Gambar 5. Grafik perubahan perbandingan populasi nyamuk rentan

sebelum dan sesudah diberikan kendali.
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Gambar 6. Grafik perubahan perbandingan populasi nyamuk terinfeksi
sebelum dan sesudah diberikan kendali.

B. Analisa Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
dan Endemik

Untuk menganalisa kestabilan maka akan dicari titik

kesetimbanagn dari model penyebaran penyakit demam

berdarah. Sehingga didapatkan titik kesetimbangan bebas

penyakit yaitu Ey (S, I, R, S, 1) =

(Nh, 0,0, tolly ,0) dan titik kesetimbangan endemik yaitu
Hotauy

E (S 1 Ry, S, L. Selanjutnya dilakukan
pelinieran terhadap persamaan (19) — (23). Selanjutnya
dilakukan analisa kestabilan dengan mencari nilai eigen pada
sekitar titik kesetimbangan. Dan didapatkan bahwa sistem
stabil asimtotik terhadap titik kesetimbangan bebas penyakit
dan titik kesetimbangan endemik.

C. Keterkontrolan

Dari persamaan (19) — (23) jika S, =x; , I = x,,
Ry, = x3, S, = x4, dan I, = x5 maka didapatkan state space
sebagai berikut:

[95'1] [F11 0 a3 O 15] X1 0 0

[ %2 | azy Az O 0 ays||x2 0 —cfy
lx3 = 0 as, ass 0 0 x3 + 0 c [ul]
x:4, 0 a42 0 a44_ 0 x4 —a O z
.X:S 0 asy 0 as4 QAsg Xsg —a 0

dimana,

Al0
a; 0 a3 0 ags
azy ap O 0 as
A = 0 a32 a33 0 0
0 agp 0 ay O
0 as; 0 ass ass
dengan,
Bnb
ay=—Q—u) =L~y 3 =06y
h
b b
a;s =—(1—uy) BNLSh a, = (1— u1)BNLIv
h h
Bnb
A2 = —Hp — Vn azs =1 -u) N_Sh
h
a3z = VYn a3z = —Hp — Oy
Bvb Bvb
A, = —(1—uy) NLth as, = (1- ul)NLth
124 14
g = —(1—uy) ljv_lh — Uy, as,=(1- u1)€v_lh
h h
Ass = —Hy
Sehingga didapatkan matriks keterkontrolan, yaitu
M.=[B AB A*B 3B A*B] 24)

Dikarenakan matriks M, memiliki rank yang sama dengan
matriks A sehingga sistem dikatakan terkontrol.
D. Penyelesaian Masalah Kontrol Optimal

Penyelesaian kontrol optimal dapat diselesaikan dengan
menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin dengan langkah
— langkah sebagai berikut :

1) Membentuk fungsi Hamiltonian

mauz?
2

myuq?

H= ayly + apl, + ("2 +7225) 4 2, (uaNy — (1 -

b
ul)%lvsh — HpSpt Hth) + A, ((1 -

b
ul)%lvsh — bnlp = Ynln — 5“21h> + Ary (ud +
cuxlp — (p + Op)Rp) + A, (””NV - (1=

ul) %_:Ihsv - ,quv - aulsv) + /111, <(1 -

b
w) 220, — ol — awl, ) (25)

2) Menentukan kondisi stasioner dari persamaan (25)
Untuk mendapatkan persamaan kontrol optimal. H
diturunkan terhadap u,, u, sehingga didapatkan :

b b
(a2 B2 s+ (s, = 2) B 1S, + (s, = 24)as,

U
my

o _ cin(ti,~Ary)

Uz
mz
3) Menentukan H yang optimal

Persamaan kontrol optimal yang diperoleh pada persamaan
uq*, u,” disubtitusikan ke dalam persamaan H , jadi diperoleh
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H = a.] I my(ug*)? | my(uph)’ 1 N

= alht b+ | =5 -+~ )+ sh(Mh h
1— w2l rS, — 1 Sp+ 6hRL) + A4 [ (1 —
(1= wi") 5§ -LoSh =ty Sht OnRn ) + Ay, (

b
u1*)%1v5h—#h1h—yh1h—Cu2*1h>+1Rh()/h1h+
cuz"In— (b, + 1) Rn) + As, (N, — (1 —
ul*) %IhSV - /J.VSU - auf*S,,) + 2'117 ((1 -

* yb *
51 )t]gv—hlhsv_:u L, —auy Iv)
v

4) Menyelesaikan persamaan state dan co state untuk
memperoleh sistem yang optimal

1) Persamaan state

. OH b

Sp = 7S, = pNy— (1— uy’ )ﬂ 1,Sp — u,Spt+ 0nRp
. OH b

Iy = =1-u" )ﬁ LSy —p Ip—=vyuln — cux™ly

oI, h

.« OH"

Ry = 3R, =Vpln +cux"lp— (.“h + 60)Ry
. OH" B,b

Sv' = ga, = Koo = =) e lnSo — 1, Sy — awy S,
) b

IU 611 = I't]; (1 U ) ﬁli IhS HUSV_ aul*SV

2) Persamaan Costate

x X « Bnb
25" = (s, = A Jua" B2 1, + (A, = s, Juy 2
ASh.uh

I, +

A= —ay+ A, + (lllh ARh) (¥ + cu2") + (s, =
A, ﬁhbs + (A, = 4s,) ul*lj\? Sv

ARh* = (ARh - Ash)eh + }'Rh#h

= (As, — 1h + (A, — As,)ur* B2 1+ s, b, +

/lgvaul*

/111;)

A, =—ay + (A, — Alh)ﬂ
A, + A, aug®

b « Bpb
Nihsh + (Ash —/hh)ul NLhSh +

E. Hasil dan Analisis Grafik Simulasi

Selanjutnya  dilakukan simulasi numerik dengan
menggunakan parameter dari model penyebaran penyakit
demam berdarah dan akan diselesaikan dengan metode
Runge Kutta Orde 4 dengan bantuan software Matlab Berikut
ini merupakan parameter yang digunakan dalam simulasi
yang ditunjukkan pada Tabel 1 dengan nilai awal yaitu :
5,(0) = 8.768.197
1,(0) = 1895
R,(0) = 1878
S,(0) = 944000
S,(0) = 56000

Pada penelitian ini akan dibandingkan hasil simulasi
numerik tanpa kontrol dan dengan kontrol dalam waktu akhir

All

adalah 30 hari. Berikut ini merupakan hasil perbandingan
simulasi numerik penyebaran penyakit demam berdarah
tanpa kontrol dan dengan kontrol yang didapatkan :

1) Manusia Susceptible (Sp,)

Pada Gambar 2 menunjukkan bahwa terlihat perbedaan
manusia yang rentan sebelum dan sesudah diberikan kontrol
dimana setelah diberikan kontrol maka populasi manusia
yang rentan akan meningkat yang menunjukkan bahwa
terjadi penurunan manusia yang akan terinfeksi.

2) Manusia Infected (I,)

Pada Gambar 3 terlihat bahwa setelah diberikan kontrol
terlihat bahwa populasi manusia yang terinfeksi mengalami
penurunan yang signifikan dikarenakan adanya pemberian
kontrol berupa pengobatan.

3) Manusia Recovered (R},)

Pada Gambar 4 terlihat perbedaan manusia yang sembuh
sebelum dan diberikan kontrol dimana setelah diberikan
kontrol maka populasi manusia yang sembuh juga akan
menurun dikarenakan adanya penurunan terhadap populasi
manusia yang terinfeksi.

4) Nyamuk Susceptible (S,,)

Populasi nyamuk yang rentan terhadap penyakit dengan
Gambar 5 terlihat perbedaan sebelum dan sesuah diberikan
kontrol. Setelah diberikan kontrol, populasi nyamuk yang
rentan terhadap penyakit akan mengalami penurunan yang
drastis dikarenakan adanya pemberian kontrol berupa
penyemprotan insektisida.

5) Nyamuk Infected (I,,)

Pada Gambar 6 terlihat perbedaan pada populasi nyamuk
yang terinfeksi sebelum dan sesudah diberikan kontrol.
Populasi nyamuk yang terinfeksi mengalami penurunan
setelah diberi kontrol. Sedangkan sebelum diberikan kontrol,
populasi nyamuk yang terinfeksi penyakit akan mengalami
peningkatan. Sehingga berdasarkan hasil simulasi didapatkan
jumlah populasi manusia yang terinfeksi penyakit demam
berdarah di bulan ke-12 seperti pada Tabel 2.

IV. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan dapat
disimpulkan bahwa berdasarkan analisa kestabilann,
didapatkan bahhwa sistem bersifat stabil asimtotik terhadap
titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbanngan
endemik Dengan menggunakan Prinsip Minimum
Pontryagin, maka didapatkan kontrol optimal berupa u, yang
merupakan penyemprotan insektisida, dan u, yang
merupakan pengobatan individu manusia yang terinfeksi
akan optimal jika nilai

b b
(= 25) B2 15+ (1, = 25) BeL 15, + (A, + 4, ),

my

U =

_ (A, — Ar,)
m;

U, =

Dan berdasarkan hasil simulasi, dengan adanya pemberian
kontrol berupa penyemprotan insketisida dan pengobatan
dapat menurunkan jumlah individu yang terinfeksi penyakit
demam berdarah dengan persentase penurunan sebesar 99%
dengan waktu pengamatan selama 12 bulan. Sehingga dengan
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pemberian kontrol optimal berupa pengobatan, selain dapat
meminimalkan jumlah individu yang terinfeksi demam
berdarah, pengeluaran biaya yang dibutuhkan juga dapat
diminimukan.
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